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HAUPTAUFSÄTZE 


Berechnung einer Geschoß-Steilbahn unter Berücksichtigung 
des Kreiseleffekts und des Magnuseffekts. 


Von C. CRANZ und W. SCHMUNDT in Berlin. 


(Aus dem Institut für technische Physik der technischen Hochschule in Charlottenburg.) 


1. Einleitendes. Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, die Flugbahnen von 
rotierenden Langgeschossen, die von einem festen Standort des Erdbodens aus bei Wind- 
stille verschossen werden, unter Einbeziehung aller Einflüsse zu berechnen, die von der 
Geschoßrotation herrühren. Soweit unsere Kenntnis der einschlägigen Literatur reicht, 
scheint eine solche Berechnung bis jetzt nicht durchgeführt worden zu sein. Die Einflüsse, 
um die es sich dabei überhaupt wohl handeln kann, sind nämlich die folgenden: 


Erstens kann die Längsachse eines Geschosses, nachdem dieses durch die Züge 
eine rasche Umdrehung um diese Hauptträgheitsachse erhalten hat, nicht dauernd in der 
Richtung der Bahntangente bleiben, sondern die Geschoßachse bildet, — wenn nicht 
schon von der Mündung ab infolge von Stößen durch das Bucken oder Vibrieren des 
Rohres oder infolge der Einwirkung der Pulvergase —, jedenfalls nach kurzer Zeit not- 
wendig einen von Null verschiedenen Winkel « gegen die Bewegungsrichtung des Schwer- 
punkts. Die Folge davon ist, daß der gegen das Geschoß wirkende Luftwiderstand neben 
einer Komponente W, in Richtung der Bahntangente auch eine Komponente W, senkrecht 
zur Tangente aufweist, und da der auf der Geschoßachse liegende Angrifispunkt der 
Luftwiderstandsresultanten im allgemeinen nicht mit dem Schwerpunkt zusammenfällt, so 
entsteht auch ein Drehmoment M um eine zur Geschoßaechse senkrechte Querachse durch 
den Schwerpunkt. Dieses Moment bewirkt eine Drehbewegung des Geschosses um den 
Schwerpunkt; ähnlich wie das Gewichtsmoment beim schweren Kreisel die bekannten 
Kreiselbewegungen um den Unterstützungspunkt nach sich zieht. Jedoch ist die Art der 
Kreiselbewegungen des Geschosses nicht völlig identisch mit den Drehbewegungen des 
schweren Kreisels, da mit veränderlichem Anstellwinkel « der Geschoßachse gegen die 
Bahntagente sich Größe, Richtung und Lage des Angrifispunktes der Luftwiderstands- 
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resultanten ändern; (erst im absteigenden Ast einer Steiltiugbahn werden die Kreisel- 
bewegungen des Laanggeschosses mehr und mehr ähnlich denen des schweren Kreisels). 
Von den Einzelheiten der Kreiselbewegungen des rotierenden i,.anggeschosses wird weiter 
unten die Rede sein; schon jetzt aber leuchtet ein, daß die sogen. Stoßebene, welche 
die Querkomponente W, des Luftwiderstandes enthält, d. h. die Ebene durch Geschoßachse 
und Bahntangente, nicht dauernd mit der Vertikalebene durch die Bahntangente zusammen- 
fällt, sondern die verschiedensten Winkel w gegen diese Vertikalebene bilden kann, und 
daß daher jene Querkomponente W, eine Ablenkung des ganzen Geschosses sowohl nach 
oben oder unten, als auch nach rechts oder links bewirken kann bezüglich derjenigen 
Schwerpunktsbahn, die man bei genauem Pieilflug des Geschosses, nämlich dann haben 
würde, wenn die Resultante des Luitwiderstandes dauernd in der Bahntangente läge. 
Dieser eben geschilderte und durch die Größe und den Verlauf von W,, IW, und M 
gekennzeichnete Einfluß der Geschoßrotation auf die Schiefstellungen der Geschoßachse 
und die Ablenkungen des ganzen Geschosses möge unter der Bezeichnung »Kreiseleffekt« 
kurz zusammengefaßt sein. 


Zweitens. Mit dem Langgeschoß ist die am Geschoßmantel adhärierende Luft 
in rascher Umdrehung um die Figurenachse begriffen. Man denke sich für einen Augen- 
blick, das Geschoß ruhe, und die äußere Luft ströme mit der Geschwindigkeit des Geschoß- 
schwerpunktes von vorn nach dem Geschütz zu gegen das Geschoß heran. Das Geschoß 
rotiere mit Rechtsdrall an seiner Stelle, und die Geschoßspitze befinde sich oberhalb der 
Bahntangente; und zwar bilde die Geschoßachse gegen die Bahntangente einen Winkel « 
von etwa 90° Dann ist auf der rechten Seite des Geschoßmantels die Strömung der 
adhärierenden L;ult derjenigen der äußeren Luitströmung entgegengesetzt gerichtet; links 
sind beide gleichgerichtet. Daher wird auf der Vorderseite des Mantels die Staulinie ver- 
schoben; rechts entsteht ein Ueberdruck, links ein Unterdruck, und das Geschoß wird 
allein durch diesen Einfluß eine Linksabweichung erfahren. Diese Wirkung, die zur 
Vereinfachung der Ausdrucksweise kurz als »Magnuseffekt« angedeutet werden soll, 
ist offenbar am größten, wenn die Geschoßaehse senkrecht zur Bahntangente steht; und 
sie wird in diesem letzteren Fall allein für sich und bei Rechtsdrall bezw. eine Links- 
abweichung, Rechtsabweichung, Senkung, Hebung des ganzen Geschosses bewirken, falls die 
(reschoßspitze sich bezw. oberhalb, unterhalb, links, rechts von der Bahntangente befindet. 


Drittens. Wieder denke man sich das mit Rechtsdrall rotierende (Geschoß in 
relativer Ruhe und die äußere Luft dagegen strömend, die Geschoßspitze oberhalb der 
Bahntangente. Am vorderen Teil des Geschoßmantels, also da, wo die Luft gegen das 
rotierende Geschoß heranströmt, wird die Luft verdichtet und damit die Reibung der Luit 
vergrößert. Die Wirkung ist also dieselbe, wie wenn an die Vorderseite des rotierenden 
Langgeschosses ein l’olster angedrückt würde. An diesem Luftpolster sucht das Geschoß 
nach rechts hin abzurollen. Diese Wirkung sei »Polsterwirkung« oder »Poisson- 
Effekt« genannt. Man erkennt leicht, daß der Sinn der durch diesen Rotationseinfluß 
allein für sich bewirkten Geschoßabweichung durchweg entgegengesetzt ist dem Sinn der 
unter den gleichen Umständen bewirkten Abweichung durch die Magnuskraft. S.D.Poisson 
s. Lit. Note) hat rechnerisch nachgewiesen, daß dieser Polstereffekt nur äußerst klein sein 
kann. Und in der Tat haben die Scehießversuche von J. Didion und von J. v. Heim 
mit sogen. exzentrischen Kugeln und ebenso die Schießversuche mit diskusartigen Geschossen 
(s. Lit. Note) ergeben, daß, wenn das Geschoß z. B. um eine vertikale Drehachse eine 
rasche Rotation von hinten über rechts nach vorn und links besaß, das Geschoß als Ganzes 
nicht nach rechts aus der anfänglichen Schußebene abwich (entsprechend dem Poisson- 
effekt), sondern eine kräftige Abweichung nach links erfuhr (entsprechend dem Magnus- 
effekt). Wir haben den Koeffizienten ıı des Magnuseffekts durch Schießversuche (Frühjahr 
1923) ermittelt, die nachher angeführt werden sollen; wenn man nun annimmt, daß die Gesetz- 
mäßigkeiten des Poissoneffekts bezüglich der Translationsgeschwindigkeit des Geschoß- 
schwerpunkts, ferner bezürlich der Drehgeschwindigkeit und bezüglich der Geschoßform 
angenähert dieselben sind wie die betreiienden Gesetzmäßigkeiten für den Magnuseflekt, nur 
mit einem anderen Zahlenwerte des Koeffizienten, so ist in dem empirisch ermittelten Koeffi- 
zienten 4 gleichzeitig auch der (vermutlich sehr kleine) Anteil einbezogen, der auf den 
Poissonefiekt entfällt. Denn bei den Schießversuchen kam jedenfalls auch der Poissonefilekt 
zur Geltung und machte sich in einer kleinen Verminderung des Koeffizienten ı bemerklich. 


Der erwähnte Magnusefiekt darf nicht, wie die Ballistiker (einschließlich €. ('ranz) 
früher geglaubt haben, unter allen Umständen neben dem Kreiseleifekt vernachlässigt 
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werden. Denn es sind, insbesondere in der Ballistik der Minenwerfer und der Flak, 
solche Fälle möglich, wo der absoluten Größe nach der Magnuseffekt nicht nur dem 
Kreiseleffekt gleichkommt, sondern sogar diesen übertrifit. Das Größenverhältnis beider 
KEifekte hängt ab von der Größe des Anstellwinkels « zwischen Geschoßachse und Bahn- 
tangente: Falls die Geschoßachse mit der Bahntangente zusammenfällt (@ = 0), ist der 
Kreiseleffekt und der Magnusefekt (und damit auch der Poissonefiekt) Null; und falls der 
Anstellwinkel @ von Null verschieden, aber klein ist, so sind auch beide Effekte klein. 
Dies ist der Grund dafür, daß, wenn es sich um eine Flachbahn oder um den ersten Teil 
einer Steilbahn handelt, das ballistische Problem als ein solches im engeren Sinne behandelt 
werden darf, bei dem das Geschoß als ein Massenpunkt gilt, auf welchen in der vertikalen 
Richtung die Schwere und in der Richtung der Tangente der Luftwiderstand wirkt. In 
der Tat ergeben in solchen Fällen die besten der üblichen ballistischen Rechenverfahren, 
bei deren Ableitung jene Voraussetzung benutzt ist, z. B. in der Berechnung der Schuß 
weite (eines gut konstruierten Artillerie- oder Infanteriegeschosses) Fehler, die über 1 vH 
nicht wesentlich hinauszugehen scheinen. Falls der Anstellwinkel « weiter wächst, so ist 
zunächst der Magnuseflekt im allgemeinen kleiner als der Kreiseleiiekt; in der Tat 
beobachtet man bei Flachbahnen bekanntlich Rechtsabweichungen bei Rechtsdrall (ent- 
sprechend dem Kreiselefiekt), nicht Linksabweichungen (entsprechend dem Magnuseffekt!. 
Wenn aber « nahezu 90° geworden ist, so ist die Kreiselwirkung (W,und M) wieder 
nahezu Null, dagegen erhält die Magnuskraft jetzt ihr Maximum. Daher kommt 
es, daß bei einem gewissen Abgangswinkel die Rechtsabweichung bei Rechtsdrall 
am Ende der Bahn in eine Linksabweichung übergeht oder die Linksabweichung 
bei Linksdrall in eine Rechtsabweichung. Dieser kritische Abgangswinkel scheint — je 
nach dem Kaliber, der Gesamtlänge und der Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses und 
dem Drallwinkel der Züge — bei Geschützen zwischen 45° und 75°, bei Gewehren 
zwischen 75° und 85° zu liegen. 

Diese Erscheinung, daß die Seitenabweichung des Geschosses bei einem bestimmten 
Abgangswinkel das Vorzeichen wechselt, pflegt in den Kreisen der Ballistiker noch jetzt 
folgendermaßen erklärt zu werden: Falls der Abgangswinkel größer und größer gewählt 
wird, so ist in der Gegend des Flugbahngipfels der Winkel @ zwischen Geschoßachse 
und Bahntangente, der bis dahin größer und größer geworden ist, einmal = 90°; das 
Drehmoment J/ des Luftwiderstandes ist jetzt Null und die Kreiselbewegung des Geschosses 
hört überhaupt auf. Aber die Geschoßspitze steht noch immer rechts von der Vertikal- 
ebene durch die Bahntangente, und wenn nun auf dem absteigenden Ast der Flugbahn 
der Winkel « größer als 90° geworden ist, so fliegt das Geschoß mit dem Geschoß- 
boden voran weiter; und dieser ist nach links gerichtet. Infolgedessen ist die Wirkung 
des Luftwiderstandes ähnlich, wie wenn ein mit stumpfem Vorderteil versehenes Geschoß 
mit Linksdrall verfeuert wäre, d.h. das Geschoß erhält eine Abweichung nach der linken 
Seite der Schußebene. Die notwendige Voraussetzung für die Möglichkeit dieser bisherigen 
Erklärungsweise ist die, daß « > 90° ist. Daraus folgt, daß, wenn « < 90° festgestellt 
ist und trotzdem bei rechtsgerichteter Geschoßspitze und bei Rechtsdrall eine Links- 
abweichung des Geschosses beobachtet wird, jene Erklärungsweise als unrichtig nach- 
gewiesen ist. Das ist nun nach unserer Ansicht in der Tat der Fall: Wir haben mit 
Holzgeschossen von 7,8 cm Kaliber und 39,5 cm Länge eine Reihe von Schießversuchen 
angestellt (Anfangsgeschwindigkeit v, == 23,6 m/sek; Drallwinkel A = 45°); dabei ergab 
sich schon mit einem Abgangswinkel von 45° eine Linksabweichung von durchschnittlich 
7 m bei einer Wurfweite von durchschnittlich 35 m trotz Rechtsdrall; und durch die 
Beobachter, die von der Seite der Schußebene her den Geschoßflug verfolgten, wurde 
dabei mit Sicherheit konstatiert, daß der Anstellwinkel © zwischen Geschoßachse und 
Bahntangente kleiner als 90° blieb. Durch diese Beobachtungen und durch die nach- 
folgenden Berechnungen scheint uns erwiesen, daß sich die schließlichen Links- 
abweichungen bei Rechtsdrall, bezw. die Rechtsabweichungen bei Linksdrall 
einfach durch den Magnusefiekt erklären, der den Kreiselefiekt überwog. 
Uebrigens steht auch die folgende Tatsache im Widerspruch mit der hier als unrichtig 
gekennzeichneten Erklärungsweise der Linksabweichung bei Rechtsdrall: Einerseits wird 
die Linksabweichung zunächst größer je steiler der Abgangswinkel gewählt wird. Anderer- 
seits wird aber der Winkel ? zwischen Stoßebene (Geschoßachse — Bahntangente) und 
Vertikalebene durch die Bahntangente in der Nähe des Flugbahngipfels in diesem Falle 
kleiner und kleiner, d. h. die Linksstellung des (reschoßbodens, die nach jener Erklärungs- 
weise die Linksabweichung verursachen soll, wird immer geringer; folglich müßte auch 
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die Linksabweichung geringer werden. (Obendrein wird auch die Zeitdauer dieser Links- 
stellung des Geschoßbodens immer kürzer, da die rasche Präzessionsbewegung immer 
eher einsetzt, die auf dem absteigenden Ast der Steilbahnen die Gesehoßachse nahezu einen 
Kreiskegel um die Bahntangente beschreiben läßt.) Dagegen wird die Zunahme der 
Linksabweichung mit wachsendem Äbgangswinkel erklärlich, wenn man die Magnuskraft 
als Ursache der Linksabweichung betrachtet; denn je kleiner der Winkel w am Gipfel 
der Bahn wird, je mehr also dann die Geschoßspitze oberhalb der Bahntangente steht, 
desto größer wird die die Linksabweichung verursachende Komponente der Magnuskraft. 
(Daß bei ganz steilen Abgangswinkeln die Seitenabweichung wieder abnimmt, hat seinen 
Grund darin, daß die Gelegenheit für die einseitige Wirkung von Luftwiderstand und 
Magnuskraft immer mehr sich auf den Flugbahngipfel beschränkt, dort aber außerdem 
die Schwerpunktsgeschwindigkeit und somit die Größe der Kräfte selbst immer kleiner 
werden.) 
Die analytische Behandlung des Bewegungsproblems, um das es sich hier handelt, 
ist von mehreren Ballistıkern usw., zum ersten Male, wie es scheint, von N.Mayewski 1865, 
in Angriff genommen worden. Die Literatur des Gegenstandes findet man in Band I des 
Lehrbuchs der Ballistik von Ü. Cranz, von dem in Bälde im Verlag von J. Springer in 
Berlin eine Neuauflage erscheint; speziell die Literatur bis 1915 in der 4. Auflage des 
Bandes I von 1918 (Verlag von B. G. Teubner in Leipzig). In der Literaturnote') sind 
deshalh bis 1918 nur die Autornamen aufgeführt. In diesen Arbeiten sind durchweg 
auch da, wo nicht lediglich die Aufstellung von kurzen Näherungsformeln für die 
durch die Geschoßrotation bewirkten und in der Praxis durch die Visierstellung aus- 
zuschaltenden Seitenabweichungen angestrebt wird — mehr oder weniger einschränkende 
Annahmen eingeführt worden: teils wurde vorausgesetzt, daß der Anstellwinkel @ zwischen 
Geschoßachse und Flugbahntangente entlang der ganzen Flugbahn klein bleibe; teils 
wurden lediglich Flachbahnen zugrunde gelegt. Immer aber ist von der Einrechnung 
des Magnuseifekts abgesehen worden. Zwar hat M. de Sparre die Magnuskraft anfangs 
in seine Gleichungen eingeführt; aber im weiteren Verlauf der Arbeit hat auch er den 
Magnusefiekt gegenüber dem Kreiseleffekt vernachlässigt. Was speziell die neuere Literatur 
seit 1918 anlangt, so widmet R. Grammel in seinem Kreiselbuch der Kreiselbewegung 
geworfener Körper einen durch Einfachheit und Klarheit der Darstellung ausgezeichneten 
kurzen Abschnitt; er beschränkt sich jedoch dabei auf solche Fälle, wo das Geschoß 
»folgsam« ist, d.h. wo die Geschoßspitze jedesmal nach Vollendung einer Präzessions- 
Cykloide wieder genau in die neue Bahntangente sich einstellt; dies hat zur Folge, daß 
dasselbe Gleichungssystem zur Berechnung des Bewegurgsvorgangs für die aufeinander- 
foleenden Uykloiden benützt werden kann. Am weitesten ist das Problem durch 
A. Sommerfeld und F. Noether gefördert worden; wir müssen es uns wegen Raum- 
mangels versagen, die von ihnen gemachten Voraussetzungen, die Rechnungsmethoden 
und die gewonnenen Resultate im einzelnen hier anzudeuten; erwähnt sei nur, daß die 
Arbeit zwar in rein mathematischer Hınsicht durch die Wahl der Variablen, die Reihen- 
entwicklungen und die Diskussion mittels komplexer Integration dem lieser einen hohen 
geistigen Genuß bereitet, daß aber auch hier der Magnusefiekt ganz bei Seite gelassen 
ist, und daß die im Aufschlagpunkt des Mündungshorizonts beobachteten Linksabweichungen 
bei Rechtsdrall noch in der bisher üblichen Weise erklärt. werden, die wir nicht mehr für 
zutreffend halten können. H. König und Th. Vahlen setzen in ihren Arbeiten wiederum 
voraus, daß der Anstellwinkel «@ zwischen Geschoßachse und Bahntangente klein bleibe. 
Dies trifit zwar für Flachbahnen und den ersten Teil von Steilbahnen zu; aber es 
empfiehlt sich, diese beschränkende Voraussetzung fallen zu lassen, da die Kenntnis des 
ganzen Verlaufs der Geschoßbewegung insbesondere bei Steilbahnen eine größere Be- 


) S.D. Poisson 1839; J.v. Heim 1848; G. Magnus 1853; J. Didion 1860; N. Mayewski 
1865; M. de Sparre 1875/1899/1911: E. Kummer 1875/1876; P. Haupt 1876; E. Muzeau 1878; 
A. G. Greenhill 1882; N.v. Wuich 1886; A. Dähne 18*8/1914: K.B. Bender 1888; F. Siacei 1892 
(Diskusgeschosse S. 152); N. Sabudski 1895/1908: E. Ökinghaus 1896; C. Cranz 1898; Parodi:- 
Cavalli 1901; G.v. Gleieh 1907: P. Charbonnier 1908; Seinen Yokota 1910; E. Rüggla 1912: 
A Dittli 1916: R. Grammel, Der Kreisel, Braunschweig 1919, S 21: derselbe, Zeitschr. f. Math. u. 
Phys 1916, Bd 64, Heft2; F. Noether (mit Benutzung eines unveröffentlichten Manuskripts von 
\.Sommerfeld), Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, math. phys. Kl. 1919, 30. Mai; derselbe, Artill. 
Monatshefte 1919, Nr. 149/150, S. 170; Th. Vahlen, Artill. Monatshefte 1919, Nr. 153, S. 98; derselbe, 
Ballistik, Berlin u. Leipzig 1522, S. 126 ıf.: H. König. Die Bewegung des rotierenden Langgeschosses, 
Dissert., Göttingen 1919. 
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deutung als früher erhalten hat, und da man häufig bei der Projektierung eines neuen 
Geschütz- oder Gewehrsystems, das noch nicht fertig vorliegt, von vornherein durch 
Rechnung eine Orientierung darüber wird gewinnen wollen, in welcher Weise die 
Pendelungen des projektierten Geschosses bei den verschiedensten Eievationen des 
Rohres verlaufen werden. Die Voraussetzungen, die wir bei unseren Berechnungen 
benutzen, sowie die sonstigen Rechnungsgrundlagen sollen sogleich angeführt werden. 


2. Ansätze für Luftwiderstand, Luftwiderstandsmoment und Magnuskraft. 
a) Luftwiderstand und Luftwiderstandsmoment. 


Bezeichnungen: 
2 I Geschoßkaliber,  Anstellwinkel der Geschoßachse gegen 
s Abstand der Geschoßspitze vom Geschoß- die Bahntangente, 
schwerpunkt, W;, Komponente des Luftwiderstandes in 
ö, Luftdichte in der Höhe y (y = Höhen- Richtung der Bahntangente, 
koordinate des Geschoßschwerpunkts, W, Komponente des Luftwiderstandes senk 
ö9 Normale Luftdichte, recht zur Bahntangente, 
v Geschwindigkeit des Geschoßschwer- M Moment des Luftwiderstandes bezogen 
punktes, auf den Geschoßschwerpunkt. 
Gebräuchlicher Ansatz für Luftwiderstandskomponenten und -mioment: 
“ . 9 M “ . o 5) ) , > y, 
W, — hy ver R’ 2, MH « = i. vu’ Ta R* da, M = ), er" ıR' u. Ss P R (1 ). 
Öo do Öo 


Es wird vorausgesetzt, daß lL.uftwiderstand und Luftwiderstandsmoment in der 
Ebene Geschoßachse -Bahntangente wirken. Der Drehsinn des Momentes sei als positiv 
bezeichnet, wenn der Angrifispunkt des Luftwiderstandes, in Richtung der Bahntangente 
gesehen, vor dem Schwerpunkt liegt. 


Im wesentlichen ist 
N) 
}, = }; (v), 1.3 = Äs (m), ); zu Ba (a), }; zu ); (@). 


Außerdem hängen A, noch von der Geschoßspitzenform, Az, A;, }, von Geschoß- 
spitzenform, Geschoßlänge, /, des weiteren von der Schwerpunktslage im Geschoß ab. 

Der Koeffizient /,. Eine sehr gute empirische },-Tabelle für Geschosse mit der 
üblichen ogivalen Spitzenfiorm von zwei Kalibern Abrundungsradius ist die Eberhardsche 
Luftwiderstandstabelle der Firma Krupp (ÜUranz, Ballistik I, 4. Auflage, 1918, S. 58). 

Die Koeffizienten },;, 4;, ,. Diejenigen Tabellen, die den größten Anspruch 
auf Richtigkeit stellen durften, sind die mit Hilfe der Kummerschen Formeln!) ge- 
wonnenen (Zeitschr. f. Math. u. Phys. 43 (1898), S. 133 u. 169). Aus diesen Tabellen sind 
die Koeffizienten A,, 4, A, mit einfacher Umrechnung für die gebräuchlichen Geschosse 
zu entnehmen. Fiugbahnberechnun- 
gen mit Hilfe der den Kummer- 
schen Tafeln entnommenen Koeffi- 
zienten führen zu Resultaten, die mit 
den empirischen Beschußergebnissen 
nicht übereinstimmen. Ein gleiches | 
negatives Ergebnis haben Flugbahn- +5 
berechnungen aufGrund der v. Wuich- | 
schen Tabellen ?). 

Die einzigen uns vorliegenden 
verläßlichen Werte von Luftwider- 
standskomponenten und -moment in 
Abhängigkeit vom Anstellwinkel « sind 
solche, die Prof. Prandtl experi- 
mentell an dem Holzmodell eines Ge- 
schosses in dem großen Göttinger 
Luitkanal bestimmte. An Hand der Beziehungen (1) sind die Koeffizienten },, };, A, aus 
den Prandtlschen Werten errechnet und in Abb. 1 graphisch dargestellt. 











I) Abhandl. d. Berliner Akad. 1875, S. 1 mit einem Nachtrag 1876. 
®) N.v. Wuich, Lehrb. d. äußeren Ballistik, Wien 1886, 1. Teil, S, 92. 
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Hierzu seien folgende Angaben gemacht: 


Geschoßdaten: Kaliber 2 R = 250 mm; Geschoßhöhe H = 1050 mm; Abstand 
Schwerpunkt-Geschoßspitze s = 549 mm; ogivale Spitze mit zwei Kalibern 
Abrundungsradius. 


Versuchsdaten: Relativgeschwindigkeit des Geschoßschwerpunkts gegen den Luft- 
strom © —= 40,5 m/sek. 


Ein Vergleich der für das gleiche Geschoß aus den Kummerschen Tafeln ent- 


nommenen Werte 43‘, }3', }, mit den aus den Prandtlschen Werten errechneten 4», As, 4; 
ist lehrreich. Nachstehende Tabelle gibt die Verhältnisse 











x —— 3 Rz M /y 
(pa ER u 2 G= 3; Ta as 
#3 3 PR 
ct Gral v 15 u 5 60 75 g() 
fg L.( N 1 85 2.00 2.00 1,50 1.45 1,25 
g3 3.52 2,80 2.58 2.40 3,4/ _ 
JA 1,00 2,85 "4 1,36 1,27 1,32 0,64 


Diesen Verhältniswerten 9 kommt keine allgemeinere Bedeutung zu in der Art, 
daß man stets die aus den erwähnten Tabellen entnommenen 4-Werte mit 9 zu 
multiplizieren hätte, um die wahren 4-Werte zu erhalten. Flugbahnberechnungen auf 
dieser Grundlage, die in größerer Zahl vorgenommen wurden, führten zu Ergebnissen, 
die mit den Beschußresultaten nicht iübereinstimmten. 


b) Magnuskraft. Weitere Bezeichnungen: 


K Magnuskraft, o Abstand eines Oberflächenelements 
r Drehgeschwindigkeit des Geschosses um von der Achse, 
seine Achse. 


ä 3 H Geschoßlänge. 
dO Öberflächenelement des Geschosses, 16506n0B1Ang6 


Die Größe der Magnuskraft wird angenommen als proportional 1.) dem Integral 
über das Produkt aus Oberflächenelement und zugehöriger Rotationsgeschwindigkeit, er- 
streckt über die ganze Geschoßoberfläche, 2.) der Schwerpunktsgeschwindigkeit senkrecht 
zur Geschoßachse. Diese Annahmen ergeben den Ansatz: 


K u v sin «| ordO: 
( 


« 


y 


) 
. a ( 
oder K uvsin@2rrr [e: dh: s 
vo 
UV 


Die Richtung der Magnuskraft ist angenommen als senkreeht zur Ebene 
Geschoßachse Bahntangente. Der Richtungssinn ergibt sich so, daß 1. die Geschwindig- 
keitskomponente senkrecht zur Geschoßachse, 2. der Vektor der Drehgeschwindigkeit um 
die Geschoßachse (bei Rechtsdrall in Richtung der Geschoßspitze), 3. der negative Vektor 
der Magnuskraft ein Rechtssystem bilden. (Rechtssystem: Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger 
der rechten Hand.) 

Zur Bestimmung des Koeffizienten “ wurde folgender Versuch angestellt: 
Ein Holzzylinder wurde mit bekannter Anfangsgeschwindigkeit und Rotationsgeschwindig- 
keit von einem Dache horizontal abgeschossen. Als Geschütz diente ein Mannesmannrohr, 
das mittels Zinkeingusses Züge von konstantem Drallwinkel erhalten hatte; der Holzzvlinder 
war mit entsprechenden Nuten versehen. Die Geschoßachse bleibt bei diesem Versuch 
horizontal und der Schußebene parallel gerichtet. Somit bewirkt der Luftwiderstand 
keine Seitenabweichung, diese ist vielmehr der Magnuskraft (und dem Polstereffekt) 
zuzuschreiben. 


Versuchsdaten und -ergebnisse: 


Zylinderdurchmesser . . . 2R=7s5mm Zylindergewicht . . . .. G=1,23 kg 
Zyvlinderlänge. . . . . MH 395 mm Drallwinkel 0. Sf = 45°: BRechtsdrall 
Anfangsgeschwindigkeit vo — 23,6 .+-0,9m/sek Höhe der Seelenachse über dem Erdboden 


(Mittel aus $ Versuchen.) Y= 23,2 m 
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Versuch Nr. 1 2 3 1 5 6 7 Mittelwert 
Schußweite . . „. Ä ın 48,7 40,4 17,5 45,0 17,1 48.5 17,4 17,4 
Seitenabweichune . Z m 3.95 >,62 4.75 4.34 5,45 5,70 5.30 5.4 
FIRE 5 u. T sek 2,55 2,46 2.55 2,47 2.48 2.52 2.51 


Die Seitenabweichung ist, vom Geschütz aus gesehen, link3 der Schußebene, 


Es sei ein Koordinatensystem angenommen, dessen Ursprung der Fußpunkt des Lotes 
von der Geschützmündung auf den Erdboden ist, dessen X-Y-Ebene mit der Schußebene 
zusammenfällt (X-Achse horizontal nach vorn), und das bezüglich x, y, z ein Rechtssystem 
ist. Wird der Luftwiderstand in Anbetracht der kleinen Geschwindigkeiten, um die es sich 
handelt, proportional der Schwerpunktsgeschwindigkeit angenommen, beachtet man ferner 


. u . dı A a en 
Gl. (2) und daß in diesem Fall vsin« — — u — y ist, so kann man in genügender 
C 

Näherung die Bewegungsgleichungen des Zylinders schreiben: 

> a r s 

ytky-+g=0, .—— „(527 REHr) y = 0 

(renzbedingungen: für ?!=o ist y—Y; 05 805 20 
üri=Tistt y=o; z=—Z2 

Die sechs Grenzbedingungen liefern sechs Gleichungen zur Bestimmung der vier Inte- 


grationskonstanten und der beiden Unbekannten % und ı. Die Ausrechnung ergibt den 
gesuchten Koeffizienten zu: 
tt = 0,014 kg sek’ m’ 





Die zahlreichen von J. v. Heim in Ulm 1848 ausgeführten Messungen der Ab- 
weichungen von exzentrischen Kugeln ''), ferner die von St. Robert‘) in Italien 1857 
vorgeschlagenen und bis 1877 in Frankreich und Belgien von Puydt, von Terquem, 
von Chapel und von der französischen Artillerie angestellten Versuche mit diskusartigen 
Geschossen konnten zu einer Berechnung des Koeffizienten : nicht verwendet werden, 
da insbesondere die Drehzahlen nicht oder nicht ausreichend angegeben sind. Doch 
wurde versucht, aus den Schießergebnissen von Didion mit exzentrischen Kugeln’) den 
Koeffizienten «“ zu berechnen. Bei der Berechnung blieb der Luftwiderstand unberücksichtigt. 
Die errechneten “-Werte weichen jedoch bis über den vierfachen Betrag voneinander ab, 
weshalb nicht wohl angenommen werden kann, daß bei den sämmtlichen von Didion 
angegebenen Ladungen mit dem Geschoß von 27,9 kg die mitgeteilte Drehzahl 8,0 sek'' 
durchweg dieselbe war. Nur der kleinste der errechneten /-Werte stimmte mit dem 
unserigen überein: 


Kugelgewicht a er Fr kg; Normale Flugweite . . . .. 1170 m; 


Kaliber 22 cm: Flugweite mit Schwerpunkt an- 
ee ET fangs unten a 1117 m; 

Abgangswinkell . 2... 46; Flugweite mit Schwerpunkt an- 

Drehzahl er 0. 8,0 sek’; = 0.200 ER 


Diese Zahlen liefern den Wert u —= 0,0145 kg sek’ m’*. 


Der hier angegebene Wert u = 0,014 wird gestützt durch Flugbahnberechnungen, 
die diesen Wert fordern, um in Uebereinstimmung mit den Beschußergebnissen zu sein. 
Das Ergebnis dieser Berechnungen wird weiter unten mitgeteilt. 


3. Die Berechnung von Geschoßflugbahnen. a) Die Bewegungsgleichungen 
eines Geschosses. Die kinematischen Beziehungen. Es werden drei Koordinaten- 
systeme eingeführt. Die rechtwinkligen Koordinaten haben die Einheitsvektoren i, j, f 
mit den Indizes 1, 2, 3 entsprechend dem System. 


System 1 (Abb. 2): Ursprung (0) an der Geschützmündung; ti, horizontal in der 


Schußebene nach vorn gerichtet; jı vertikal in der Schußebene nach oben gerichtet: 
tı I fi bilden ein Rechtssystem. 


h J.v. Heim. Beiträre zur Ballistik. mit besonderer Beziehunzr auf die Umdrehung des Artill.- 
(Geschosses, Ulm 1848. 
2) P. de Saint-Robert, M&moires scienti fiques, tome II, Artillerie, Paris 1875. 8. 7 ft. 


») Siehe Cranz, Lehrb. der Ballistik I, 4. Aufl. 1918, S. 331. 
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System 2 (Abb. 2): Ursprung $5 im Schwerpunkt des Geschosses; fa in der 
Bahntangente nach vorn gerichtet; j» normal und, in Richtung fs gesehen, rechts zur 
Vertikalebene durch die Bahntangente, 15, ]., bilden ein Rechtssystem. 

System 3 (Abb. 2): Ursprung $ wie bei System 2: 
f, in der Geschoßachse, zur Spitze hin gerichtet; is, j;, 
mit dem Geschoß fest verbunden; 1;, js, fs bilden ein 
Rechtssystem. 

Die Ebenen is j» und i; j3 schneiden sich in einer 
Geraden, der Knotenlinie, welcher der Einbheitsvektor % 
so zugeordnet werde, daß f,, &, p ein Rechtssystem 
bilden. 4,» sei ein Einheitsvektor senkrecht zu b in 
der Ebene is 5 % sei ein solcher senkrecht zu p in 
der Ebene I; 7; P, 9, B und Y, 93, & bilden Rechts- 
systeme. 





Voraussetzung 1: Der Winkel zwischen der Ver- 
tikalebene durch die Bahntangente (tz; f;) und der Schuß- 
ebene (ti, }ı), sowie die Ableitungen dieses Winkels nach 
Abb. 2 der Zeit seien vernachlässigbar klein. Es gelte also 
stets: 





Diese Voraussetzung ist in der Geschütz- und Gewehr-Ballistik stets erfüllt; Größe, 
Aenderung und Aenderungsgeschwindigkeit des zu vernachlässigenden Winkels sind 
durchweg sehr klein. 

Unter Beachtung von Voraussetzung 1 legen folgende Koordinaten die Systeme 


2 und 3 im System 1 fest: x, y, z als Koordinaten des Geschoßschwerpunktes 8; 9 = 1, &, 


als Richtungswinkel der Bahntanrgente; 2 =fh I, als Anstellwinkel der Geschoßachse 
gegen die Bahntangente: I) — „(I W); Y=tl. 0, w, g sind die bekannten Eulerschen 
Winkel; im besonderen ist « der Nutations-, ® der Präzessionswinkel. 

Die Beziehungen zwischen den Einheitsvektoren der drei Systeme lassen sich aus 
der Abb. 2 ablesen. Es seien die im weiteren Verlauf benötigten angeschrieben: 


fr — h sin®+ [ı csd, ph, bk=tı csd +jı sind. . . 6) 
v= I sin # sin 7 — Jı cos % sin + fı cos ® ) | 
I =lı sind cos w — |; cos % cos w — fı sin %w \ (4) 
a = — P sin W — 1; cos @ cos W + f; sin a cos ı% 
= VecosV%—1 cos« sin + B sin « sin v ir IE 
l, = I, sin @ +f cos & 


Mit ® sei der Vektor der Drebgeschwindigkeit des Systems 3 (ts, js, #3) gegen das 
System 1 (tı, Jı, fi) bezeichnet. Es erweist sich als zweckmäßig, ® durch drei Kom- 
ponenten p, 9, r im System Y, 4;, & darzustellen. Diese seien durch die Gleichung 
definiert: = py’ raus rk. .». 2» 2 2 2 2 2 20. (8). 


J 


o läßt sich darstellen als vektorielie Summe aller möglichen Drehungen des 
Systems 3 gegen System 1: 
@) x ie + al + ı f5 +- F f; . 
Unter Benutzung der Transformationsgleichung (5) ergeben sich die Komponenten p, ar: 


p=Vcosy—+aü, = Fcos@ sin! + wsin«, r—=Üsinasinw—+ Wcose—+g (6 a). 


Für die Drehgeschwindigkeit »;, des Systems vd, 1;, ,, das als System 4 bezeichnet 
sei, ergibt sich: 


9-0 taey+uf oder 9 ep? +gan +(lr—g)F;.. (7). 
Damit sind alle im folgenden benötigten kinematischen Beziehungen angeschrieben. 


Die kinetischen Beziehungen. Die Bewegungsgleichungen werden mit Hilfe 
des Schwerpunktsatzes und des Flächensatzes der Mechanik aufgestellt. Demnach wird 
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die Bewegung des Geschosses unterteilt in eine Translationsbewegung des Schwerpunktes 
und eine Drehhewegung des Geschosses um den Schwerpunkt. 


Es bezeichne: P die Summe der äußeren Kräfte, die am Geschoß wirken, 
v die Geschwindigkeit des Geschoßschwerpunktes, 
m die Masse des Geschosses. 
Der Schwerpunktsatz gibt die Gleichung für die Translationsbewerung: 
d 


P= 25 1 Me De Zar eu, I). 
dt 


Als äußere Kräfte wirken: Luitwiderstand W, Magnuskraft X, Schwerkraft @. 

Es ist also: 
P=-W+E+r6& ..... a ar 

Unter Beachtung des im 2. Abschnitt über die Wirkungsweise der Kräfte W und X 

(resagten lassen sich die Kräfte im einzelnen, wie folgt, schreiben: 
W=-Wtlb—W,%, E= Ky, Gr Gh. 

Mit Hilfe der Transformationsgleichungen (3) und (4) werden diese Ausdrücke 

umgeiormt: 


W = t, (— W.cosY — W,cosWwsin®) + jı - W;sin® + W,cosı" cos®#) + fı W,sin } 
K=t(-Ksinwsin®) + }ı Ksinwcosd +hı(—Keceosw) (8a). 
(F = 1 (— (F) 


f 


W., W,, K sind durch die Gleichungen (1) und (2) als Funktionen von », «, y 
(letzteres wegen der Luftdichte Ö,) gegeben. 
Die Schwerpunktsgeschwindigkeit ist, in Komponenten angeschrieben: 
v be+tjıy+hia. N WEN EEE Di 2 
Voraussetzung 2: Das System 1 (tı, Jı, fi) sei als ruhend anzusehen. Es werde» 
also von der Erdrotation abgesehen, und das Geschütz habe einen auf der Erde ruhenden 
Aufstellungsort. Unter dieser Voraussetzung und derjenigen konstanter Masse des Geschosses 
schreibt sich die rechte Seite der Gleichung (| 
d 
dt 
Mit (8) und (10) wird (I): 


(mv) ı mc+jımy+fımz a, he SEHE 


ma —= W.cos® + WW, cost sin® + K sinvw sind 
— my = W,sind — W,cos!tcos#" + KsinwcosU +@G (la). 
m = W, sin w — Kcosw 


Das Gleichungssystem (la) gibt die Bewegung des Geschoßschwerpunktes an. 
Es bezeichne: M das Moment der äußeren Kräfte bezogen auf den Schwerpunkt, 


J den Drall (Drehimpuls) des Geschosses bezogen auf den Schwer- 
punkt. 
Der Flächensatz gibt die Beziehung für die Rotationsbewegung: 
M= “’ URS LE ER Jar . (I). 
di 

Voraussetzung 3: Der Beitrag von Magnuskraft und Luftreibung zu dem Moment 
sei zu vernachlässigen. Es wird also angenommen, daß die resultierende Magnuskraft an- 
genähert durch den Schwerpunkt geht. Die Berechtigung dieser Annahme ist nicht nur 
plausibel, sondern wir leiten sie auch aus Beobachtungen an Holzgeschossen ab, die bei 
einer Flugweite von etwa 200 m auf dem absteigenden Ast ihrer Bahn einen Winkel von 
nahezu 90° gegen die Bahntangente aufwiesen, dabei einer sehr starken Magnuskraft 
unterworfen waren, wie ihr »Äbgleiten«e nach links (bei Rechtsdrall) zeigte, und nicht die 
mindeste Präzessionsbewegung wahrnehmen ließen. Die Voraussetzung, daß die Luft- 
reibung keinen Beitrag zu dem Momente liefere, daß also die Bremswirkung der Luft- 
reibung auf die Rotationsgesehwindigkeit um die Geschoßachse unberücksichtigt bleiben 
kann, bezieht sich nur auf den mathematischen Ansatz für das Moment. Die Wirkung 
kann bei Berechnungen dadurch berücksichtigt werden, daß bei stückweiser Integration 
der Bewegungsgleichungen die Rotationsgeschwindigkeit um die Geschoßachse von Stück 
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zu Stück etwas variiert wird. Bei den weiter unten angeführten Flugbahnberechnungen 
ist die Wirkung der Luftreibung nicht berücksichtigt, da es sich bei diesen nur um 
kleine Geschwindigkeiten und kurze Flugzeiten handelt. 

Unter der Voraussetzung 3 bleibt als wirksames Moment dasjenige des Luftwider- 
standes, das sich nach den im 2. Abschnitt gemachten Ausführungen, wie folgt, schreibt. 


A re u © 7; | 


M ist durch Gl. (1) als Funktion von v, «, y gegeben. 
Mit Rücksicht auf Gl. (11) ist es zweckmäßig, zur Auflösung von (ll) in seine 
Komponentenrgleichungen das System 4 (Y, 9, #) zu benutzen. 


Es bezeichne: A das Trägheitsmoment des Geschosses um eine Querachse durch 
den Schwerpunkt, 
C' das 'Trägheitsmoment des Geschosses um die Symmetrieachse. 
Mit Rücksicht auf (6) ist der Drall des Geschosses: 
J= \) A p-+ 13 A En. ; G a - i r . ° ; . . (13). 


Die Ableitung des Dralles nach der Zeit, dJ'dt, wird zweckmäßig mit Hilfe der 
Kulerschen Formel bestimmt: 
dJ 1J 
at Dr ( At ) 


In (13) bedeutet (d.J/dt), die Aenderung des Dralles bezogen auf das System 4, 
%4./ das vektorielle Produkt aus Drehgesehwindigkeit »;, dieses Systemes gegenüber dem 


- 4 Re | . . . . . . . . (13). 


raumfesten System 1 und dem Drall J. 
ührt man mit Hilfe der Gleichungen (12) und (7) die Operation (13) aus, so 
ergibt sich: 





dJ \ d p ’ / ( dgqg ’ ) z dr . 
= ) TA t( Ur A (r- - m 1) — (13 A I ı A ’“ ( — Ür) e # 13a) 
Ti ur Ta, TO FRA, TPM +4 07,138), 
Il) und (13a) in (Il) eingeführt, ergeben: 
A er ‘7 Ur Alr — 4 | —-M 
dt 
da wi Y 
A r -p\A(r—gQ)—- Cr) = 0 it u 
d? \ 
€; () 
d! 


pP, 9, r sind durch (6a) gegeben, M durch (1). 

Die Gleichungen (Ia) und (Ila) bilden, unter den Voraussetzungen |, 2, 3 und 
mit den im 2. Abschnitt gegebenen Ansätzen für die wirkenden Kräfte, die Bewegungs- 
gleichungen eines Geschosses. Sie enthalten die acht Veränderlichen z, y, 2,0,9,a, w, 
und den Parameter {. Die Beziehungen 


ce — vcosh, ym=vsnd .-. -. .-. .». 2 2.» AX14) 
reduzieren die Zahl der Unbekannten auf sechs, entsprechend der Zahl der Gleichungen 
des Systems (Ia), (Ila). |Der scheinbare Widerspruch zwischen (14) und (9) beruht auf 


Voraussetzung 1.| 


b) Die Lösung der Bewegungsgleichungen. Zwei Merkmale kennzeichnen 
die Art einer Geschoßbewegung: das eine ist die Größe des Anstellwinkels «, das 
andere die Art der Kreiselbewegung des Geschosses, nämlich ob diese als pseudoreguläre 
Präzession aufgefaßt werden kann oder nicht. Eine Größe, die dieses zweite Merkmal 
bestimmt, ist der Stabilitätsiaktor 

0— SLR rap a ne ee 
AM 
(Für 6 7 I ist die Kreiselbewegung stabil.) 

Es ist nun zweckmäßig, je nach der Größe dieser beiden Merkmale vier Fälle von 
(reschoßbewegungen zu unterscheiden, deren jeder eine andere Behandlung der Bewegungs- 
gleichungen erfordert: 


. Fa 0 <a < 3°; o > 20 (Sonderfall bezüglich © und © 
2 U RZ dr 20 (Sonderfall bezüglich «) 

3. Fall: a >5*9: os > 20 (Sonderfall bezüglich ©) 

I. Fall: «>59; 1 <0<{ 20 (allgemeiner Fall) 
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Die hier angegebenen Grenzwerte «© —=5°, o—= 20 sind als rohe Anhaltswerte zu 


betrachten; ihre Zweckmäßigkeit ist durch Erfahrung erprobt. Die vier Fälle und die 
Art der Lösung der Bewegungsgleichungen sollen kurz besprochen werden. 

Der 1. Fall: 0o<a«<5°; >20. Dieser Fall ist bei allen Flachbahnen und dem 
ersten Teil aller Steilbahnen erfüllt, sofern die Geschwindigkeiten eine gewisse Größe 
nicht überschreiten. Die Beschränkung 0 <[ «<< 5° (bei Zulassung größerer Fehler wohl 
auch 0 <«<50°, wie Noether vorschlägt) gestattet, die Annäherungen zu setzen: 


in Gl.(1): u) =1, )3 (@) = 0; in Gl. (2): sine =0. 
Damit werden W, = 0, K = 0, und W; wird unabhängig von «. Das Gleichungs- 
system (Ia) geht über in: 
me=Wcod, —my-Wsond+G.... (Ib). 


(Ib) sind die bekannten Gleichungen des ballistischen Problems im engeren Sinne, 
sie geben eine Beziehung zwischen den "Größen %, y,v, 0 und dem Parameter i; mit 14) 
ergibt (lb) unabhängig vom System (Ila) die Bewegung des Schwerpunktes. Im all- 
gemeinen wird man sich mit diesem Resultat begnügen können. 

Die Beschränkung 0 > 20 besagt, daß die Art der Kreiselbewegung eine pseudo- 
reguläre Präzession ist [Klein und Sommerfeld (Theorie des Kreisels) geben als Grenz- 


werto= 25 an|. In diesem Falle können die Komponenten des Impulsvektors / senkrecht 
zur Figurenachse vernachlässigt werden. Es wird also die Beziehung (12): 
= (rl .. . ve Bar ea Dr 1 
Mit Gl. (12a) formen sich die Bewegungsgleichungen (Ila) um, wie folgt: 
. E dr 
Crq=M; Urp=0; 0.6. 
dt 
Die letzte dieser Gleichungen einmal integriert, ergibt: 
Se PR a a: 
Die beiden übrigen werden mit Rücksicht auf (6a) und (16): 
. M sin w > . | 
w— + ” v, U — A, K A N: 
N sin « tg «a 


Da ö%, » bekannt sind als Funktionen von ? durch die bereits erfolgte Lösung der 
Gleichungen (Ib), so ergibt (IIb) die Winkel «@ und » als Funktionen von f. Nun kann 
die Schwerpunktsbahn erneut und ohne Vernachlässigung mit Hilfe der Gleichungen (la) 
errechnet werden, wodurch nun auch die Seitenabweichung gewonnen wird. 

Was die Lösungsmethoden der Gleichungssysteme (Ib) und (Ilb) betrifit, so kann 
man unter Zugrundelegung einfacher analytischer Funktionen für Luftwiderstand und 
-widerstandsmoment geschlossene Lösungen finden, wie solche z. B. von Sommerfeld und 
Noether angegeben sind. Im allgemeinen jedoch wird man der empirisch gegebenen 
Luftwiderstandsfunktionen wegen Verfahren stückweiser Integration anwenden müssen. 
Solche Verfahren sind zur Lösung von (Ib) weitgehendst üblich. Entsprechende Verfahren 
zur Lösung von (IIb) werden eingehend beschrieben in der demnächst erscheinenden 
Neuauflage des Liehrbuchs der Ballistik von ('. Cranz. 

Der zweite Fall: 0 <a«a<[5°%; 1 <0<{ 20. Dieser Fall schließt alle Flachbahnen 
und den ersten Teil aller Steilbahnen ein, sofern sie große Geschwindigkeiten besitzen. 

Die Behandlung des 2. Falles ist die gleiche wie die des 1. Falles, nur müssen für 
die Berechnung der Rotationsbewegung die ungekürzten Gleichungen | ITa) gelöst werden. 

Eine geschlossene Lösung des Gleichungssystems (lla) scheint nicht möglich, selbst 
unter weitgehendst vereinfachten Annahmen über die Schwerpunktsbewegung und das 
Luftwiderstandsmoment. Es bleibt das Verfahren stückweiser Integration. Dies ist, kurz 
skizziert, das folgende: Zu Beginn des Zeitintervalls JA? seien die Anfangswerte U), &o, 
Wo, vo gegeben. Während J/t wird die Flugbahn geradlinig, also = %,, "= 0, ange- 
nommen. In den Gleichungen (Ila) fällt dann die Variable ö fort, und diese Gleichungen 
gestatten dann die Bestimmung von ı» und « während des Zeitintervalls J/t. Die Anfangs- 
werte für das nächste Zeitintervall können rechnerisch oder graphisch sehr einfach 
gefunden werden. 

Die Gleichungen (Ila), die während des Zeitintervalls At gelten, in denen also 


‘ 


0.00, 4 = 0) gesetzt ist, gehen in die Form der Gleiehungen des schweren symmetrischen 
Kreisels über, wenn man für das Luftwiderstandsmoment den Ansatz macht: 


M= P sin @ ee a} ı 


/) 











160 Zeitsehrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 4 


worin dann P während .St konstant zu setzen ist. Es liegt kein zwingender Grund vor 
zu diesem Ansatz, vielmehr wäre es natürlich, das Moment J/ selbst während ft als 
konstant zu behandeln, Doch scheint dies die Lösung zu erschweren, und es spricht für 
den Ansatz (17) der Umstand, daß die Theorie des schweren Kreisels bereits eingehendste 
Behandlung erfahren hat. 

Bis o > 1,5 kann man nach erfolgter erster Integration von (IIa) mit einer 
genäherten zweiten Integration auskommen. Für 1 <<o< 1,5 jedoch muß man zur 
strengen Lösung mit Hilfe elliptischer Funktionen übergehen. 


Der 3. Fall: /J>5°; o > 20. Dieser Fall umfäßt sämtliche Steilbahnen mit 
Ausnahme ihres ersten Teils (1., bezw. 2. Fall) und gegebenenfalls ihres letzten Teiles 
t. Fall). 

Die Behandlung dieses Falles ist der Kernpunkt der vorliegenden Arbeit. 

Es gelten im dritten Falle die Gleichungen (Ia) ohne Vernachlässigungen. Ferner 
kann wie im ersten Falle das Gleichungssvstem (II) in der vereinfachten Form (Ilb) Ver- 
wendung finden. Die den 1. und 2. Fall beherrschende Methode, die Gleichungen der 
Translationsbewegung unabhändig von denen der Rotationsbewegung zu lösen, versagt 
hier vollständig, wie auch praktisch erprobt wurde An eine Lösung in geschlossener 
Form ist schon der empirisch gegebenen Luftwiderstandsfunktionen wegen (s. Abb. 1) 
nicht zu denken. Es bleibt die Methode der stückweisen Iutegration. Der Rechnungs- 
gang bei der Integration über ein Zeitelement 4: sei im Folgenden angegeben. Dabei 
bedeuten die Indizes: 0 einen dem Beginn des Zeitelements zugeordneten Wert, 1 einen 
Wert, der dem Ende des Zeitabschnitts _/? zugehört, m einen Mittelwert für das Zeit- 
element .//. _/ bedeute den Zuwachs einer Größe während der Zeit It. 


> . « . 
KRechnungsgang: 


7 « “ [3 y ey ” » ) vyı * 
gegeben: Os Vo, (do, U0, Un, Ö 2) 0; Y: 4 03 d Is Yo, 0% 0, Yo, ZI s 


gewählt: At; t, I 4 SE: geschätzt: 0; St =4 — dh; 
geschätzt: w,; gerechnet: J« — 49 cos vw. |Gl. (Ib); = + Je; 
I ce 
OU ze An - 
> 
vn 1 | .. > 1 > 
geschätzt: v,; t. = 5 geschätzt: öyı; Öym = "is (öyo + Öyı); 
a ; \ Ö U a rn ’ 
gerechnet: M up hy (?! m.“ F: ® - S hy (m Gl. (1 
00 
M m 5 - in Um ( F / 1 
gerechnet: Jı — ISt+ J8 [Gl. (IIb)]; y = w-+ Aw: 
\V sin « tz Am 
ei Lo; R 
Probe: Yn=W+ in Uebereinstimmung mit dem geschätzten w,,; 
‘) 

y a \ 9 „2 Ö uU \ “ “ o y9 Oyı a { f . 

gerechnet: W.ı= 4, (vı)vH 7 R? Al); Wirk lv)vi’a R?—— Az(aı) |[Gl. (1)]; 
0 [a7 
. ” Oyı ır 
K, = tv, sin @; ar | o"dh- 5 IG1. (2)]; 
00 


V 


gerechnet: Xı, Yı, Zı gemäß Gl. (la) mit den für £, geltenden Werten: 


Me 4 2 * “ [ [ AR b . . . 
Jxc — 2 It: SG =m + As: Jy ® u Jt: Yyı=y-+ Ay; 


’robe: vı = Vz “+ yı?” in Uebereinstimmung mit dem geschätzten v;: 


f Yı . y . . . .. 
O, — aretg ,„ in Uebereinstimmung mit dem geschätzten U; 
.. 4 
gerechnet: Jz = """Jt; = + Az; 
2) 
Ic —=""" At, m —=% + J/x: entsprechend yı und 2ı. 


) 


Die Schätzung der Werte 4,, vı, Öy1, W,. geschieht am sichersten durch graphische 
Extrapolation. Bei der letzten Integration der :r, y, 2 genügt es, über zwei oder gar vier 
Zeitelemente auf einmal zu integrieren. 
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Die praktische Brauchbarkeit des Verfahrens ist an den Umstand gebunden, daß 
die Zeitelemente At genügend groß gewählt werden können. Ibrer Größe ist durch die 
Bedingung eine Grenze gesetzt, daß die Mittelwerte W,, “m, m genügend genau als 
Konstante während des Zeitelements /? angesehen werden können. Daß « und v eine 
genügend große Wahl von St zulassen, läßt sich leicht einsehen. Was aber den Winkel 
w betrifft, könnte man hierüber im Zweifel sein. Es zeigt sich jedoch, daß die Aen- 
derung von ı im Bereiche des 3. Falles |@ —- 5°, 6 » 20°) genügend langsam 
erfolgt, um die praktische Brauchbarkeit der Methode zu gewährleisten. Gleichung (IIb 
zeigt, daß die Aenderungsgeschwindigkeit von ı, w, um so kleiner wird, je größer « und 
je größer s werden; mit Gl. (15) wird nämlich: 

VE 7 | {- sin % 9 I ’ 
L+ANJo tz a 

Am Anfang jeder Geschoßbahn ist « sehr klein und im allgemeinen © sehr klein. 
Dann wird das angegebene Verfahren praktisch unbrauchbar. Doch dann befindet man 
sich auch im Bereiche des 2. Falles. Für die Berechnung dieses Teiles der Steilbahnen 
genügt es völlig, allein die Gleichungen (Ib) zu integrieren. Erst wenn Id etwa 3" 
geworden ist, geht man zu der Methode des 5. Falles über, beginnend mit einem {5 — 0° 
Der bisher gewonnenen Erfahrung nach ist dann auch bereits 0 — 20. 


Der 4. Fall: «> 5% 1 <o 20. Nach den letzten Bemerkungen kommt diesem 
Falle dem Anscheine nach für den Anfang und den weitaus größten anschließenden Teil 
der Geschoßbahnen keine Bedentung zu, wenigstens solange man es mit den gebräuch 
lichen, gut konstruierten Geschossen zu tun hat, die die Geschützmündung ohne große 
Nutationspendelungen verlassen. Man muß dies als einen sehr glücklichen Umstand 
bezeichnen; denn es ließe sich zwar theoretisch ein Verfahren stückweiser Integration der 
Gleichungssysteme (Ia) und (Ila) angeben; dieses erforderte aber eine erhebliche Rechen- 
arbeit und wäre praktisch auch deshalb nicht brauchbar, weil die rasche Aenderung des 
Präzessionswinkels w keine genügend große Wahl von Jt zuließe. 

Wohl aber kann der 4. Fall Bedeutung für den letzten Ast der Steilbahnen er- 
langen. Hier ist © groß und © kann der wachsenden Geschwindigkeit wegen erheblich 
klein werden. Es erfolgen dann sehr rasche Pıäzessionen. Doch kann man genügend 
genau diesen Teil mit den Gleichungen (Ib) erledigen, ohne Rücksicht auf die Rotations 
bewegung: man kann U und « als konstant betrachten und annehmen, daß in den 
Gleichungen (la) im Verlauf dieses letzten Teiles der Bewegung die Wirkung jedes 
einzelnen der mit sin # oder cos ıı behafteten Glieder sich aufbebt. 


4. Beispiele zur Berechnung von Geschoßsteilbahnen. Nach den unter 2a) 
gemachten Äustührungen standen die erforderlichen Rechnungsunterlagen nur für das von 
Prandtl untersuchte Geschoß zur Verfügung. Eıne Schußtafel dieses Geschosses gab die 
zum Vergleich erforderlichen Beschußergebnisse. 

Weitere Geschoßdaten: 


Geschoßgewicht G@ = 97 kg; Trägheitsmoment um eine Querachse A = (0,246 mkgsek® 
Drallwinkel A = 7°; die Längsachse € = 0,0926 
Drei Flugbahnen dieses (Geschosses wurden für ein und dieselbe Anfangs- 
geschwindigkeit © —= 64 m/sek und bei den Abgangswinkeln U, —= 60°, 63°, 66° errechnet. 
Die errechneten Geschoßbahnen gehören fast ihrer ganzen Länge nach den Flugbahnren 
des 3. Falles an (0 > 20; « > 5°): nur das sehr kurze Stück des Beginnes, für welches 
@ < 5° ist, gebört dem 1. Falle an. 


Die Rechnungsergebnisse und Vergleichswerte sind nachstehend aufgeführt. Der 
lineare Zusammenhang der Beschleunigungsgrößen in Gl. (Ia) gestattet die Trennung der 
Wirkungen von Kreisel- und Magnuseffekt, die für die Beurteilung des Einflusses jedes 
der Effekte lehrreich ist. 


Vergl. die Zahlentafel auf S. 462. 


Die Schußtafel enthält keine Angaben üper Anfangsgeschwindigkeiten. Die ge- 
wählte Anfangsgeschwindigkeit »» = 64 m/sek ist etwas kleiner als die zu der Ladung | 
gehörige. Es sind daher die Werte von Schußweite und Seitenabweichung auch für die 
Ladungen Il und III angegeben, soweit die Schußtafel sie anführt. Ein Vergleich der 
Berechnungsergebnisse mit den Schußtafelwerten ist dann, wenigstens für die Flugbahnen 
i und 2, durch Extrapolation leicht und genau möglich. 
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Ar Beitrag Beitrag 
Anfangs Seiten- . 
Abranes- u 71 it Schuß- des L.uft- der 
- eeschwin "Jugzei , ab- 2 
Kluebahn winkel '' lickeft weite 2 wider- Magnus- 
"PER OH Bau ei diekei weichung 
Ilerkuntt hun R . ® | standes kraft 
l. 
I rn , f r r n 
wu v 7 X Z Zw Zk 
Grad ın/sek sek m m m m 
Schußtafel j III 560 544 >8 
II 50 nu 4141 21 
| 60 357 
Krrechnet .. 60 64 11.6 >50 3.6 13.6 —— 5.0 
Schußtafel . . III 63 ... 196 27 
11 63 410 21 
| 6» >28 5 ) 
rreehnet . . 2 63 64 11.9 322 2.8 8,0 5.8 
Schußtafel . . I 66 — 296 - 2,6 
Krrechnet . . u 66 64 12,1 29% — 1,3 h,S 6,6 





Die Bahnen 1 und 2 zeigen gute Uebereinstimmung mit den Schußtafelwerten. 
Die Bahn 3 kann dies aus folgenden Gründen nicht: die Prandtlschen Werte der 
),, 43, 44 liegen nur für 0 < «< 90° vor. Die Bahnen ?2 und 3 weisen jedoch Werte von 
« > 90° auf. Die erforderlichen 4-Werte für « > 90° wurden nun so angenommen, daß 
in Abb. 1 A, spiegelbildlich zur 90°-Ordinate, A; und /, spiegelbildlich zur 90°-Ordinate 
und zur Abszissenachse verlaufen. Dies ergibt jedoch für die 3. Flugbahn eine zu kleine 
Linksabweichung. Es wurde daher ganz roh zur Berechnung der Seitenabweichung der 
Koeffizient A; der Luftwiderstandskomponente W, für « > 90° in doppelter Größe an- 
gesetzt. Diese Unsicherheit in der Kenntnis der A Werte für @ > 90° muß sich natürlich 
bei der Flugbahn 3 besonders stark bemerkbar machen. In Abb. 3 sind die Werte von 
v, 0, «@ w, y in Abhängigkeit von £, die Werte von %. z abhängig von & für die errech- 
neten Bahnen dargestellt. 

Die Abb. 4 bringt eine von Ö. Uranz angegebene Darstellung der Präzessions- 
bewegung des Geschosses bei den errechneten Bahnen. Die Zeichenebene denke man 
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sich als Tangentialebene an eine um den Geschoßschwerpunkt gelegte Einheitskugel im 
Durchstoßungspunkt der Flugbahntangente. In der Darstellung ist jeder dieser Tangenten- 
punkte mit der zugehörigen Flugzeit ?! gekennzeichnet. Die Tangentenpunkte liegen 
‚unter Benutzung der Voraussetzung 1 unter 3a)| auf einer Geraden, die durch Abrollen 
der Einheitskugel auf der Tangentialebene entstanden ist. Die jedem Tangentenpunkt 
zugeordneten Geraden aber sind die Projektionen des von der Einheitskugel begrenzten 
Stückes der vom Schwerpunkt zur Geschoßspitze laufenden Geschoßachse auf die jeweils 
dem betrefienden Tangentenpunkt zugehörige Tangentialebene. Der Größe nach sind 
diese Geraden sin «. «> 90° ist durch Stricheln der sin «Geraden angedeutet. Der 
Präzessionswinkel ı" wird von der in der positiven d-Richtung positiv gedachten (reraden 
der Tangentenpunkte und den sin “Geraden gebildet. 


5. Zusammenfassung. An Hand von Rechnungsbeispielen wird gezeigt, daß der 
Einfluß des Magnusefiekts auf die Gestaltung von Geschoßsteilbahnen nicht zu vernach- 
lässigen ist, daß er sogar bestimmend ist für die beobachteten schließlichen Links- 
abweichungen von Geschossen mit Rechtsdrall. Der Koeffizient der Magnuskraft wird mit 
u —= 0,014 kgsek?m-' für den Ansatz Gl. (2) angegeben. Es muß hier bemerkt werden, 
daß diese Angabe aus Versuchen stammt und an Beispielen erprobt wurde, bei denen 
es sich nur um verhältnismäßig kleine Geschwindigkeiten handelt. Eine Berechnungs- 
methode für Geschoßsteilbahnen wird gezeigt und an Beispielen erprobt. Diese Berech- 
nungsmethode berücksichtigt Kreiseleffekt und Magnusefiekt bei beliebig großen Anstell- 
winkeln &@ gegen die Bahntangente. Die Gelegenheit wird benutzt, eine Einteilung der 
Geschoßbahnen zu geben, die vier Fälle unterscheidet, entsprechend den Werten von 
Anstellwinkel « und Stabilitätsfaktor 0 und deren jeder Fall eine besondere Behandlung 
erfordert. 

Die Voraussetzung für die Möglichkeit der Berechnung von Geschoßsteilbahnen, 
wie sie hier angegeben wurde, ist die Kenntnis der Koeffizienten 4», };, 4, von Luftwider- 
standskomponenten und -moment. Da die theoretische Hydrodynamik noch weit entfernt 
davon ist, eine Berechnung dieser Koeffizienten zu gestatten, so ist man ausschließlich 
auf das Experiment angewiesen. Ein jedes Geschoß, dessen Steilbahn berechnet werden 
soll, müßte in einem Luftkanal untersucht werden, wie dies mit dem hier behandelten 
(reschoß von Prandtl vorgenommen war. Auch dann ist noch unwahrscheinlich, ob die 
bei den verhältnismäßig kleinen Luftgeschwindigkeiten des Luftkanals gewonnenen 
Koeffizienten ohne weiteres in den Ansätzen (1) für große Geschoßgeschwindigkeiten 
richtige Werte ergeben. Schließlich ist zu bedenken, daß die im Luftkanal untersuchten 
Geschoßmodelle keine Rotation besitzen, die Rotation aber sicherlich nicht ohne Einfluß 
auf die Größe und Wirkung des Luitwiderstandes ist. Es bliebe also als eine Haupt- 
aufgabe der Experimentalballistiker, Geschoßbahnen photogrammetrisch aufzunehmen. Die 
empirisch erhaltenen Flugbahnkoordinaten x, y, 2, %, «, w als Funktion von f können 
dann dazu dienen, aus den Bewegungsgleichungen nun rückwärts Luftwiderstand und 
Magnuskraft zu errechnen!). 432 


) 4 


l) Veber eine neue Anwendune der Maenus-Kraft vergl. die »Kleine Mitteilune« von W.Schmundt, 
S. 515 dieses Heftes. 
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Potentialströmung in Ventilen. 
Von BRUNO ECK in Aachen. 


(Mitteilung aus dem Aerodynamischen Institut der technischen Hochschule Aachen.) 


ie vielseitiige Anwendungsmögliehkeit der hydrodynamischen Theorie auf Probleme des 

Maschinenbaues tritt deutlich zu Tage bei dem im folgenden dargestellten Versuch, 

den Strömungsverhältnissen in Ventilen unter verschiedenen einschränkenden Voraus- 
setzungen mit exakten Methoden beizukommen. Beobachtungen ließen erkennen, daß bei 
einfachen Ebensitzventilen sich hauptsächlich zwei Strömungszustände ausbilden. Für kleine 
Hubhöhen liegt die Strömung an der horizontalen Wand an, biegt also um 90° um, während 
beim weiteren Anheben des Ventiles die Strömung abreißt und einen freien Strahl bildet, 
dessen Ablenkungswinkel mit steigendem Hub natürlich wächst. Diese beiden Strö- 
mungsformen lassen sieh in der Tat theoretisch erklären. 

Um die Strömung zu ıidealisieren und der Rechnung zugänglich zu machen, werden 
folgende Vernachlässigungen gemacht: 

l. Das ganze Problem wird zweidimensional behandelt. 

2. Der Einfluß der Reibung wird vernachlässigt. 

3. Es wird angenommen, daß die Flüssigkeit nach Verlassen des Ventilspaltes 
einen freien Strahl bildet, der sich bis ins Unendliche erstreckt unter einem Winkel «, 
ungeachtet dessen, daß der Raum über dem Ventilteller meist mit dem betrefienden 
Medium noch angefüllt ist, und daß die festen Wände der Ausbildung der Strahlen sehr 
schnell eine Grenze setzen. 

Zur Lösung zweidimensionaler Aufgaben dieser Art benutzt man mit Vorteil die 
von Kirchhoff und Helmholtz herrührende Theorie der Diskontinuitätsflächen. Diese 
verzichtet auf die Stetigkeit der Geschwindigkeit in den Punkten, wo sonst die gewöhn- 
liche Theorie eine sehr große Geschwindigkeit verlangen würde, nämlich in der Nähe 
der scharfen Kanten des Körpers. Die sehr große Geschwindigkeit würde der Ber- 
nouillischen Gleichung gemäß einen sehr großen negativen Druck an dieser Stelle er- 
fordern, was wohl physikalisch für die gewöhnlichen Flüssigkeiten nicht annehmbar ist. 
Um dann eine solche Lösung mit der Wirklichkeit zu vergleichen, kann man sich etwa 
denken, daß derartige Punkte durch einen kleinen Kreis von der Strömung ausge- 
schlossen sind, oder daß eine etwa vorhandene kleine Abrundung zwar sehr große, aber 
keine unendlich großen Geschwindigkeiten bedingen würde Kirchhoff gab die mathe- 
matischen Methoden an, um diesen Gedanken auf ähnliche spezielle Fälle bequem zu 
übertragen, indem er die Funktionentheorie eines komplexen Argumentes heranzog. Seine 
Methoden bestehen hauptsächlich darin, die konforme Abbildung des Hodographen auf 
die Geschwindigkeitspotential-Ebene zu finden, was stets gelingt, wenn die starren Wände 
eben sind. 


1, Beidseitig freier Strahl. Wir betrachten zunächst 

eine Strömung (Abb. 1), die aus dem Unendlichen kommt (A), 
von den parallelen Wänden AB und AE begrenzt wird, bei 
ß L C und E abreißt, eine freie Oberfläche bildet und sich dann 
bis ins Unendliche unter einem Winkel « erstreckt!). Der 
/ Strahl soll von einer freien Oberfläche begrenzt sein, 
d. h. die Geschwindigkeit soll an der Grenze unstetig bis 
zum Werte O0 fallen. Herrscht in der ruhenden Flüssigkeit 
ein Druck p,, so folgt aus der Bernouillischen Gleichung, 
m daß an der freien Oberfläche die Geschwindigkeit einen 
4 5 konstanten Wert hat. Wenn wir diese Geschwindigkeit = 1 
\bb. | setzen, so bedeutet dieses keine Spezialisierung, sondern 








rn | 
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Es sei hier hingewiesen auf die reichhaltigen Ausführungen von Sir G. Greenhill (Advisory 
Committe for Aeronauties Nr. 19, Jahrg. 1910: Theory of a stream line past a plane karrier and of the 
diseontinuity aristig at the edge), der eine ziemlich vollständige Zusammenstellung über alle auf diesem 
Gebiete vorkommenden Strömunzen gibt und ihre schematische Behandlung andeutet. 

Früher hat R. v. Mises (Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1917, S. 447 ff.), Berechnung von Ausfall 
und Ueberfallzahlen) sich eingehend mit dieser Frage befaßt und namentlich für die hier behandelte 
Strömungsform die Ausflußzahlen berechnet. 
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Heft 6 
eine Vereinfachung der Rechnung, die wieder ausgeglichen werden kann durch passende 
Verfügung über die Maßeinheiten. Von C angefangen über D=» nach E ist also die 
Geschwindigkeit 1, während von dem Staupunkt B an, die Geschwindigkeit von 0 bis 1 
wächst, 

Bezeichnen wir mit = p-+-iw die Potentialfunktion der gesuchten Strömung, so 


de . . . . . ® 
stellt —=u—iv—ı die Geschwindigkeit dar, deren Richtung an der x-Achse ge- 


spiegelt ist. 

Da w für die Berandung der Strömung teils der absoluten Größe, teils der Rich- 
tung nach bekannt ist, können wir die Begrenzung der w-Ebene angeben (Abb. 2). In 
Bist w=0, in € beginnt die freie Oberfläche, d. h. w I, so daß die Berandung der 
freien Oberfläche auf dem Einheitskreis liegen muß und den Viertelkreis von C bis E 
beschreibt; von E bis A ist v=0 und v fällt von 1 bis zu einem gewissen Werte x, 
von dem wir vorläufig annehmen, daß er kleiner als I ist; von Abis Bist v=(, so 
daß die ganze Strömung in der w Ebene durch einen Viertelkreis abgebildet wird. 

Der Zusammenhang zwischen y=g-+:v und w=u ’v geht aus ER uw 

az 
hervor. Dieses ist eine komplexe Differentialgleichung, deren Lösung für unser Problem 
ausschlaggebend ist. Wir suchen in unserer Aufgabe =f(z) und bedienen uns zur 


Aufsuchung dieser Beziehung der Differentialgleichung, indem wir zuerst y = y(ıw) er- 
. : a @X 2 , : . e .._2 
mitteln und dann durch eine Integration : finden. Von der Funktion y ist nämlich 

w 


ähnliches bekannt, wie von w, da auch deren Berandung angegeben werden kann. Um 

i{=9g(w) zu finden, bietet sich in der Funktionentheorie das bequeme Mittel der kon- 
formen Abbildung. 

u Für;die weitere Rechnung ist es bequemer, mit lognat w 

Z anstatt mit w zu arbeiten, eine Vereinfachung, die auch bei 
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den später behandelten Fällen angewandt wird. Durch © =Inw wird der Viertelskreis 
auf einem abgeschnittenen Streifen abgebildet (Abb. 3). 

Der weitere Verlauf der Rechnung ist nun folgender: Der Streifen BCEAD wird 
auf e'ne Halbebene abgebildet, so daß die Grenze in die reelle Achse fällt. Dasselbe 
geschieht mit der Potentialebene 7. Diese beiden Halbebenen bringt man dann so zur 
Deckung, daß zusammengehörige Punkte zusammenfallen, eine Operation, durch die die 
Funktion „=g(w) gewonnen wird. 

Die Abbildung von BCEA auf die Halbebene (Abb. 4) geschieht durch das 
Christoffelsche Integral: | 


I dz ’ 
U em ? — # r B, 
4 . J =* Co“ 
eine Aussage, von der man sich leicht überzeugt, wenn man bedenkt, daß 
dw’ 1 
a Br Peru 
© dz 2 +4 Eo)'la zn la 


. IT = y . > . . 
in den Punkten + {, um wächst. Nach Bestimmung der Konstanten ergibt sich: 
7 


‚ Er 
‚ >0 I2 2 y 
w 


27 
- 


Abbildung des Potentiales auf die Halbebene. 

Die Randlinien AB CD und AED bilden je eine Stromlinie, zwischen welchen 
die ganze Strömung liegt (Abb. 5). Das Potential pildet sich also auf einen Streifen von 
der Breite az — wz ab. Diese Differenz ist gleichzeitig die durchströmende Flüssigkeits- 
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menge. Um einen bestimmten Fall vor Augen zu 
haben, setzen wir Wg — Wr =n. Durch =ert't 
wird dieser Streifen auf die Halbebene abgebildet, 
so dß => nach — I, A nach Null kommt und 
D im Unendlichen bleibt. 

Stellen wir jetzt durch eine lineare Trans- 
formation einen Zusammenhang zwischen den beiden 


Halbebenen so her, daß zusammengehörige Punkte zusammenfallen, so ist die 
N . / \ 2’ + a . . . 
Funktion „= (ww) gewonnen. In dem Ansatz : = - - bestimmen wir die Konstanten 
2. rc 
} „ fi 1 
a,b,ce so, dß !=B nach Zv und !—=-A= — SG! (+° En ,) nach =, und er- 
%“ 
halten so: 
„+1 
z + Co 2 = 
- “ 
ee = r N 
=> +6 
. „+1 c 
oder mit den Einsetzungen A=-—— — und — 2 =u 
““ 0 
4 u ‘ 2 
w* + Aw’ +1 ET A oe +Aw?+ 1 \ 
PS oder da z=ertit: y+iy—= In — —— (1). 
w* + uw“ wt + uw’ +1 
Die Bedeutung von « geht aus der Tatsache hervor, daß die Punkte g + :w + © 


bekannte Werte der Geschwindigkeit haben müssen. 
der Winkel ist, den der Strahl im Unendlichen mit der 


gung u = 2c05 240, wo 
x-Achse bildet. 


Man findet mit dieser Berücksichti- 


Die bei der Lösung auftretenden Parameter, mit denen man vorgeschriebenen geo- 
metrischen Bedingungen der Strömung genügen kann, sind von besonderer Bedeutung. 
Es ist klar, daß dieselben mit den physikalischen Eigenschaften der Strömung im Zu- 


sammenhang stehen müssen. 
beiden Parameter auftreten: 


Und in der Tat ersieht man aus Gl. (1), daß nur folgende 


ı. Das Verhältnis der Geschwindigkeiten in Aund D=k., 
2, Der Wirkel «, den der Strahl um Umendlichen mit der x-Achse bildet. 


Da nun aber 3 Größen 5, Aundr —= BC bestimmt werden müssen, können ntr die Ver- 


nn h 
hältnisse n = und n = 
) 


werden. Durch Gl. (1) ist 


dy 


ww 


— w folgt dz= 


fachungen bringt, da ja 


und : = 


2 
4w? +24 4w? + 2u | 
— — dw — r ee an a AR 
B wt + Aw“ 1 w 
en. 


il in Frage kommen, die durch zwei Integrationen geliefert 


P d 
der Zusammenhang zwischen w und y festgestellt. Aus “* 
adz 
day dw . ’ N: ERROR r 
je ‚ indem die Elimination von dy formale Verein- 
aw WW 


d a 
- “ bekannt ist. 
u) 


u Un 


— 
Dr 
_ 


D) 
+ + uw’ +1 


“ 


u; 


Als Integrations-Grenzen kommen in Frage für r und A Null und Eins. 


Es ergibt sich: 


„I — m 1 + cosa ’ 
r—2 arctgx-+ - + cos«Ilg — ASiIne, 
% 1 — cosa 
+1 1+x% 7 u 1 + sin« 
h=ı + H ?i7 cos@—:sin«lg 
4 1 — x 4 I — sina 
| Run i . R ä r h .. 2 . 
Für die Verhältnisse BR lundn= erhält man, indem man für „=b-+ih 
außerdem nur den imaginären Bestandteil berücksichtigt: 
1 s (cos a 1+cosa ’ 
m —?2 arcigXx + % lg — sın «| rs A 
te 1 — cosa 
1+x% 1 +x% sin « 1 +sin«) 
n = l + 4% {Cc0Os @& — lo s u, 
= Sıy zn Pı1-—sinae) 4) 
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Die Gleichungen (3) und (4) stellen nun die Lösung der 1. Aufgabe dar. Sie 
gelten immer zur zusammen, so daß man hier ein Gleichungssystem von 3 Unbekannten 
vor sich hat. Ist z. B. eine Ueberdeckung m vorgeschrieben, so hat man m in (3) ein- 
zusetzen, dann je einen Wert x und « zu bestimmen, der (3) genügt, diese dann in (4) 
einzusetzen, woraus man dann die Hub- 
höhe n erhält. Dies ist für alle Werte- 1 4 Br ee 1 


| 

paare x, « durchzuführen, dieGleichung (3) a 4 | | | 
- — | Ener as a Zu Zu pe 4— + 

| | | | 





befriedigen. | 

Eine derartige Ausrechnung wäre 
sehr mühsam und die Ermittlung der Ab- 
hängigkeiten bei beliebiger Variation von 
m rechnerisch viel Arbeit. Es war des- BE Be ee 
halb sehr von Vorteil, daß die besondere BE Br ER a 
Gestalt von (3) und- (4), die sich in 
der Form m= — fı (X) + x.gı («) und 
n = fr (%) + #.9. (@) schreiben ließen, die | 
Anwendung nomographischer Methoden Be "3: Be ER 
gestatiefe, vermöge derer es möglich war, | | | EUR 
für m von 0» alle zugehörigen x, « A | WÄR 
und n zu finden, die dann entsprechend b | | 
in folgender Weise zusammengestellt | | | 
wurden: 70__| Re | | 

a) Geschwindigkeit in Ab- bt 
hängigkeit vom Hub. n=/(x) (Abb. 6). | | | | 
x wächst anfangs fast linear und nähert | | 9.7 | 
sich mit wachsendem n asymptotisch dem | | | | 
Werte 1. Es fällt auf, daß alle Kurven u 
m —= konst. sehr enge zusammen liegen, | 
so daß eine Aenderung der Ueberdeckung | | | 
wenig Einfluß auf die Geschwindigkeit | | | | | | | | 
hat. Für die praktisch vorkommenden | Mzan gen | | | 
Hubhöhen bis n- 1,0 kann der Verlauf Gr 02 O5 0 05 de dr gs Ge 
von n mit großer Annäherung durch eine Abb. 6 
Gerade ersetzt werden. 

b) «e=yg.(x) (Abb. 7). Die Ueberdeckung hat auf «, wie das auch zu erwarten 
ist, einen größeren Einfluß. Bei kleinem m wächst « verhältnismäßig rasch und strebt 
mit wachsendem n einem Grenzwerte zu. Mit größerem m fällt dieser Grenzwert, so daß 
bei m= vw nur &=() möglich ist. Bemerkenswert ist, daß der mit positiven Ueber- 
deckungen überhaupt erreichbare größte Winkel den Wert 36° hat. 


| | | 


| 
| 


| Geschwindigkeit in Abhängigkeit 
vom Hub | 
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c) Kontraktionskoeffizient (Abb. 8 Man kann leicht zeigen, daß ein Maß für die 
Kontraktion des austretetenden Strahles durch u —=‘/n gegeben ist, wenn Ö die Strahl- 
dicke bezeichnet. Der Verlauf dieser Werte zeigt eine sehr schwache Abhöngigkeit von m. 
Fir sehr kleine Werte von %, «@ ergibt sich durch eine Grenzwertberechnung für u der 

I . . > . . . r. 

Wert . Dieses ist dann offenbar identisch mit dem von Kirchhoff behandelten 
7 - 4 


Falle des Ausflusses aus einem unendlich langen Spalt. 
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i : rs . 1—x° 
d) Im weiteren ist noch der Druckverlustkveffizient (Abb. 9) (= ,  aufge- 


zeichnet, der bei geringer Abhängigkeit von m einen stark byperbolischen Charakter zeigt. 


2. Einseitig anliegender Strahl. Fir sehr kleine Hubhöhen zeigten, wie in der 
Einleitung erwähnt, Versuche eine Strömung, die im Punkte E nicht abreißt, sondern um 
90° abgelenkt wird (Abb. 10). Es ergab sich, daß auch mathematisch eine derartige Strö- 
mung existiert, die im l'ulgenden behandelt werde; in C soll die freie Oberfläche be- 
einnen, deren Winkel @ mit der ©-Achse bis zu einem Höchstwerte « im Punkte # steigt, 
um dann wieder im Unendlichen den Wert « = (0 zu erreichen. Es handelt sich also 
hier nieht um einen vollständig freien Strahl, sondern um eine Strömung, die an einer 
Seite von einer festen Wand und an der anderen von einer freien Oberfläche be- 
erenzt wird. 
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Es entsteht nun die interessante Frage, ob alle Strömungszustände, die physikalisch 
bei einer Konfiguration wie bei dem ebenen Ventil auftreten können, durch die vorlie- 
senden Fälle schon erschöpft sind. In der Tat ist es möglich, eine derartige Unter- 
suchung durchzuführen, die sich hauptsächlich auf eine Betrachtung der In w- Ebene 
bezieht. Die mathematisch hierbei möglichen Fälle sind nicht immer plıvsikalisch möglich. 
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Erhält man z. B. eine Berandung der In w-Ebene, bei der die Grenzen keine unendlich 
benachbarten Stromlinien haben, so hat dieses natürlich keinen physikalischen Sinn mehr, 
wenn auch ein funktionentheoretisches Interesse nicht abzusprechen ist. Obne auf diese 
Untersuchung weiter einzugehen, sei erwähnt, daß im vorliegenden Falle nur noch eine 





























Strömung möglich ist (Abb. 11). Der Strahl biegt auch hier 
2 in E um 90° um und legt sich an die horizontale Wand an, | 
7.’ . reißt dann aber bei E' ab, wo die freie Oberfläche beginnt. Der 
#7, Winkel « steiet dann allmählich an, um in D=» seinen | 
| Höchstwert zu erreichen. Anf der anderen Seite fällt der 
B C 2 Winkel, bis er in Ü den Wert «= 0 erreicht. Die mathematische 
x, Behandlung der beiden letzten Fälle 
L re 8 LD ist sehr verwandt, weshalb sie beide 
k SIT TI I IF 777777 nebeneinander behandelt werden. 
” WER, E00) 
7 u f -»{/ rn) C (L 
7 5 7; V/ ? 
D {N} 
| CH / G, | 
FR ZED 7 
Abb. 11 \bb. 12 Abh. 19 


Zur Unterscheidung werde die erste mit Ila und die zweite mit Ilb bezeichnet. Der 
Grundgedanke der Berechnung deckt sich im wesentlichen mit den unter 1) ausgeführten 
Betrachtungen, wenn auch hier die Schwierigkeiten ungleich größere sind. 
Man überzeugt sich leicht, daß das Geschwindigkeitsfeld von IIa und IIb durch 
eine Viertelebene dargestellt wird (Abb. 12), welche längs des Einheitskreises von C über | 
F zurück nach D aufgeschlitzt ist. Der Winkel UOBF ist der größte Winkel «. Die | 
In w-Ebene ergibt sich entsprechend (Abb. 15). Der Unterschied zwischen Ila und IIb 
ist der, daß einige ausgezeichnete Punkte sich verschieben, ein Umstand, der sich erst 
bei der Abbildung der Potentialhalbebene auf die Geschwindigkeits Potentialebene be- 
merkbar machen wird. Die Abbildung der In w-Ebene auf die Halbebene könnte auch 
hier durch das Christoffelsche Integral ausgeführt werden, jedoch sind die rein for- 
malen Schwierigkeiten gegenüber der folgenden Methode erheblich größer. Wir lösen 
die Aufgabe hier bequemer durch 3 Hilfsabbildungen, die nacheinander den In w-Streifen 
auf eine aufgeschlitzte Halbebene und eine Halbebene abbilden 


| Sin? u i 
Durch = Yı - wird der Streifen der In w-Ebene auf eine Halbebene 


m 
sın“ « 





abgebildet, die von 


bis © längs der imaginären Achse aufgeschnitten ist, Abb. 14 


ig a 
.. % . [1 ” . 1 % . r 
Eine Spiegelung am Einheitskreis z= — verlegt den Schlitz von ® nach dem Nullpupvkt 
T . „ . . . vo ) ’19 \ 
und von nach —ıtg«, Abb. 15. Durch eine 3. Abbildung endlich $’=tg?’«(f?’— 1) 
tg a 
wird die von 0 bis — :tg« aufgeschlitzte Halbebene auf die Halbebene abgebildet, 
Abb. 16; eliminiert man die einzelnen Stufen, so findet man für die Abbildung 
der In w- Ebene auf die Halbebene die 
Funktion: 
ft! u“ — eo) (lg w) % 
Soli? 03? a (ini? (1g w) cos? a [LA A > D/L 





m+ 









———Öd TEE Br nf Abb. 15 
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Die durch s, = e*ı bezw. sa = e?: auf die Halbebene abgebildeten Potentialebenen 
werden durch eine lineare Transformation zur Deckung gebracht, so daß je 3 zusammen- 


._. .. . . . ne f + a f + 19 
gehörige Purkte übereinstimmen. DieAnsätzes —...undg =... yı = 


= nd —— 

fc + bı fc2+ ba 
führen nach Bestimmung der Konstanten und Ausschaltung der einzelnen Hilfsvariablen 
zu den Gleichungen: 


0] Ig w) 1-1 \ 
Y, \ Hol? Ig w) — cos” a Vıı — »’)? + 4x? cos’a 
ee —7T - (5) 
So Ig w 1 \ 
V 60? ug w) — cos? «u sin a / 
So) Ig w 1- } 
e"? u ) Tr — + — ——— a Te 
I} Bo)? Ig w) — eos? « Vi #9? + 4x” cos?’a ) 


Was unter 1. von den Parametern gesagt wurde, gilt auch unverändert hier, 
indem nur x und « auftreten, mit denen man wieder die Abmessurgen bestimmen kann. 


s h "d; n 
Insbesondere sind auch hier wieder Integrale 2 — — auszuführen. Die ungleich schwie- 
() 


rigere Ausführung dieser Integrale wurde dadurch ermöglicht, daß als Integrationsweg 
die f Ebene gewählt wurde: 
. 1: 2) | d; n} A; 
= |"=| ‚ar=|e" af: 
w J w af N af 
da jaw=e®., 


Strömung lla: ,_ ge BR | ep Pr \_ Re ) af, 
J WR Pe 
\ sın & 
Strömung IlIb: 5 = a alı—fRsin?a | df 
In ı ] 3 ı\f+ fa 


Man sieht, daß sich die Integrale zusammensetzen aus elementaren Bestandteilen 
und elliptischen Integralen I, II. und III. Gattung. Auf die recht umständlicheu Be- 
rechnungen sei hier nicht weiter eingegangen und im folgenden nur das Resultat 
zusammengestellt: 


4 er 1 — x° fa— sin a Bo 1 
m == cos (£{ lo (cotg .— ATCc COS — sın a 
t 2 2 1 — fasin a 2 2 (1+c08 04 
X fa \n ’ ‚ ‚ ) Y rf ! 
4 oa (F—-E)(F,O9,k) — F-E(O k } 
sin) cos H\2 
x « 4 1 wu ü r 7). 
cos «Ig | cotg | ig - — RT x 
3 2 zT sin «& JT 2 
+ In at “ ; . 
n=XC08«+ F-EKE(T)—E-F(T)\) —xrcsa+%2——sinaF 
TI / 7T 


Die ganzen Gleichungen gelten für Strömung lla und die Gleichung ohne unter- 
strichene Glieder für Strömung IIb. Die einzelnen Konstanten haben folgende Be- 
deutung: 


-/9 |) 
1 — x? ) i dg R} 
’ ——— . u 4» Pe 5 en / 0) , ) 
fi — —; go Fam / — — iM [Vi cos a sin’gqdy 
Vıı — #9)? + 4x? cos?a A Vi cos’a sing 
0 
I) 4 
F () RK) = Fr dg . E () k)= 2 2 
Be 5 Tr ‚K)=IVı1—eos’«esın?gdg 
. Os” > ( 
N cos” a sın“ % Ö 
n/? - ) 
n u dr z E 
F Er —$ E= Vı— sin? «sin? ydy 
s — sin’ a sin“ . 
ä yi si a 17 g 0 
I I 
y un ® dp . . 2) 
FN= | ; E(D)= Vı— sin’«sin’gdg 
’Vı- sin?’ «a sin? g 
0) 0 
1 


tg I = 


te) cosa 




















































Heft 6 Eck, Potentialströmung in Ventilen 471 


Für die Berechnung der Kräfte, die auf den Ventilteller wirken, wird sich eine 
ähnliche Berechnung ergeben wie für r und A. Nach dem Bernoullischen Theorem 
ergibt sich für den Druckunterschied zwischen einem Punkte unter und über dem 
Teller Jp = (1 — w*). Den Gesamtdruck liefert dann eine Integration 


+) 


-g9 


r 


yı : 
P=- z fe - w’)ds, 
gt 
0 


wobei der Faktor , aus einem oben angeführten Grunde hinzugefügt werden mußte. 
) 


Der 1. Summand ist m —+ 1, während der 2. Teil auf das Integral führt: 


r 


DR u \/ ne V' - ff sin? al 1 df 


f? ei \f+ fa 


Die Ausrechnung ergibt: 


x a 1 — x fa — sina 
P* — — cos «lg (cotg ) -- arc cos 
zT 2 2n 1—fasin «a 
x 1—3x° “fa 7 a a 4 ’ 
+ - sine + = j + (F— E) F(9,%) — F-E(0,k)| 
2 4 a sin eosQJ\2 


1 — cosa 


H- C08 «lg _ + le 3 + sin & (?—7)- 


s > » 
sin « sin a 2 


Die unterstrichenen Werte fallen für Strömung IIlb weg. 

Für Strömung I gestaltet sich die Berechnung der Kräfte bedeutend einfacher, da 
man dieselben nach dem Impulssatz ermitteln kann. Die auf r wirkenden Kräfte setzen 
sich zusammen: 

1. aus dem Druckunterschied im beiderseits Unendlichen auf die Breite 5 


b--(1—#°), 


. \ y . . . .. 
2. aus dem Ablenkungsdruck (x — sin «) az“, da z das pro Zeiteinheit durchströ- 
9 
mende Volumen war. 


Um wieder in Uebereinstimmung mit den bisherigen Untersuchungen dimensionslose 


’ 28 
Zahlen zu erhalten, erweitern wir noch mit : und erhalten: 


i v 4 ’ nr 
P= —+#R8 sin «) (unter Weglassung von / ) 
’ g 


69 


3. Zusammenstellung der Ergebnisse. Dle Werte », m und P müssen nun in 
Abhängigkeit von * und « ausgerechnet werden, wobei zu beachten ist, daß die 
Gleichungen für m und n immer nur zusammen gelöst werden können und ihre Lösung 
die Strömung erst genau festlegt. Nimmt man dann aus diesen Gleichungen zusammen 
gehörige Werte «x und « und’ setzt diess in P ein, so erhält man ?P’. Die ziemlich 
komplizierte Form, in der P, n, m mit x und « verknüpft sind, gab Anlaß zu ziemlich 
umständlichen graphischen und rechnerischen Auswertungen, deren Resultat in Kurven- 
tafeln mit Pr. Pırw Ma Mm 7%, und 7,7, als Ordinaten und « als Abszisse dar- 


gestellt ist. Hierin wurden die Kurven # = konst. für # = 0,0; O,l........ 1,0 ein- 
getragen. (Abb. 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23.) 

Aus den Kurventafeln für mn sieht man sofort, daß die ganze Strömung in den 
Fällen IIa und IIb auf verhältnismäßig kleine Winkel beschränkt ist. Bei IIb sind die 
Winkel ungefähr doppelt so groß wie bei Ila. 

Die Kurvenscharen von Ah bezw. n zeigen im Falle IIb, daß für kleine Winkel die 
Hubhöhe fast unabhängig wird von «@ und x, während dies bei Ila nicht so sehr der Fall 
ist. Letztere Kuıven gelten nur etwa in dem Bereiche bis zu 20°, da von da ab ein bei 
der Ausrechnung vernachlässigtes Glied in Erscheinung tritt. 

Daß die Strömung in den Grenzfällen in Ordnung ist, ist leicht zu übersehen; für 
große Ueberdeckungen ist der Winkel sehr klein und wird schließlich beim = © @«—= 90. 
Bei m=1, d.h. in dem Falle, wo der Kanal ganz auf ist, ersieht man leicht aus den 
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Gleichungen für m, daß x = 1 und « = 90° ist. Bei konstanten Ueberdeckungen wächst 
mit steigendem « auch x, so daß « bei x = 1 seinen scheinbar größten Wert erreicht. 
Für positive Ueberdecekungen ist der größte erreichbare Winkel «“„.x = 14° im Falle IIb 
und max s° jm Falle IIa. Jede Ueberdeckung erreicht einen größten Winkel, der bei 
“— 1 abzulesen ist. % 

0,8 — 

M= 

07 \ Strömung ID 


Hurrven H= kons! 


gG 70 





Der Verlauf von m bei negativen Ueberdeckungen ist wesentlich anders wie bei 
positiven. Die einzelnen Kurven überschneiden sich, so daß mit wachsendem x « zu- 
nächst wächst, einen Größtwert erreicht, um dann wieder zu sinken bis zux = 1: ob eine 
solche Strömung überhaupt existiert, kann ohne nähere Untersuchung noch nicht be- 
hauptet werden; da dieses etwa dem Verhalten einer Drosselklappe gleicht, für Ventil- 
strömungen jedoch nicht in Frage kommt, wurde nicht weiter hierauf eingegangen. 

Im Folgenden wurden für einige Ueber- 
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Abb. 19 Abh. 20 
Ventile Ueberdeckungen von m 0,0 bis 0,6 aufweisen, wurden untersucht: m = 0,0; 
0,05; 0,1; 0,25 0,3; 0,6. Die zugehörigen Werte #, « usw. erhält man auf folgende 


Weise: In der m-Taiel ist für m = konst. eine Parallele zur @ Achse zu ziehen; diese 
schneidet die Kurve in Punkten, die je zwei Werte x und «@ bestimmen. Diese Punkte 
trägt man dann in die A Tafeln ein und findet so den Verlauf des Hubes in Abhängigkeit 
von «. Das Resultat ist also hier dasselbe wie bei dem im ersten Teil behandelten Falle. 
Man erhält für konstante Ueberdeckungen eine Tabelle von je drei Werten «, x und A. 
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Aus den A-Kurven sieht man, daß Ah mit großer Annäherung linear mit «@ und x 
verläuft. 

Die Ablenkung « des Strahles ist sowohl bei IIla wie Ilb sehr gering. Die Tafeln 
für m weisen bei den gebräuchlichen Ueberdeckungen Werte bis «= 10° auf. Alle 
übrigen die Strömungen betreiienden Fragen lassen sich nach den ausgerechneten Kurven 
leicht ermitteln. Für die Strömurg IIb ist noch die Kenntnis der Strecke EE' von 
Wichtigkeit. Die Größe dieser Strecke ist wieder durch Integration zu gewinnen. Es 
zeigte sich folgende Veränderung von EE' mit dem Hube. Fürrr=0ist EE =», 
mit wachsendem A fällt ZE', erreicht ein Minimum, um dann wieder zu wachsen. Es ist 
leicht zu ermitteln, daß von dem Minimum an eine Strömung gegen Druck vorhanden ist. 
Mathematisch von Bedeutung ist, daß die Veränderlichkeit von EE' zeigt, daß eine 
Strömung, bei der etwa durch Konstruktion EE’ vorgeschrieben ist, nicht notwendig 
existiert. 


4. Die Entscheidung zwischen den beiden $trömungsformen. Nachdem es 
gelungen ist, die drei Strömungen rechnerisch nach allen Seiten hin zu erfassen, entsteht 
die wichtige Frage, welche Strömung denn nun im gegebenen Falle auftritt, ob es Zu- 
stände gibt, bei denen zwei verschiedene auftreten können usw. Diese Frage hängt mit 
der Stabilität der Strömungen eng zusammen, weshalb wir den Verlauf der Kräfte näher 
betrachten müssen. Die Kräfte für I zeigen für kleine Ueberdeckungen ein geringes Ab- 
fallen, dann aber allmähliches Ansteigen mit dem Hube, für größere Ueberdeckungen 
wachsen die Kräfte dauernd, wenn auch sehr wenig. Bei IIa und IIb (Abb. 21, 22) zeigen 
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sich große Eigentümlichkeiten. Die Kräfte fallen sehr stark, erreichen bei n= 1 ein Minimum, 
um dann wieder stark zu steigen. Es ist nun notwendig, das Gleichgewicht eines mit einer 
Feder belasteten Ventiltellers zu betrachten. Die Federkraftkurve ist immer eine an 
steigende Linie. Gleichgewicht ist in dem Punkte vorhanden, wo die Federkraitkurve 
sich mit der Druckkurve schneidet. Dann sind 2 Fälle möglich, die Federkraft verläuft 
steiler wie die Druckkraft oder umgekehrt. Nur der 1. Fall ist stabil, da bei Störung 
des Gleichgewichtes dort Kräfte auftreten, die den ursprünglichen Zustand wieder her- 
zustellen bestrebt sind, (Abb. 24). In diesem Sinne erkennt man leicht, daß Strömung Ila 
und Ilb unter allen Umständen bis zu dem "Minimum stabil sind, darüber hinaus sind 
jedoch keine bestimmte Aussagen zu machen. Der flache Verlauf der Kräfte bei I (Abb. 25) 
legt es nahe, die Strömung in ihrem ganzen Verlaufe für stabil zu halten. Daß bei kleinen 
Hüben nur die Strömungen II auftreten können, ist leicht erklärlich wegen der sonst aui- 
tretenden sehr großen Geschwindigkeiten. Andere Verhältnisse werden jedoch eintreten, 
wenn man den Ventilteller fes’hält und ihm keine Bewegungsfreiheit läßt, eine Anordnung, 
die den vor kurzer Zeit von Schrenk in Darmstadt gemachten Versuchen zugrunde lag. 
Er beobachtete die merkwürdige Tatsache, daß beim Anheben des Ventiltellers sich 
zuerst der Strömungszustand II ausbildet, um dann plötzlich in Strömungszustand I um- 
zuschlagen. 

Es fragt sich, aus welchem physikalischen Grunde bei einem gewissen Hube eine 
Instabilität auftritt, wenn, wie bei der Anordnung Schrenk, keine Feder vorhanden ist. 
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Es ist nicht anzunehmen, daß der Verlauf der Kräfte auf den Ventilteller, wie er oben 
ermittelt wurde, einen Einfluß auf diese Erscheinung hat, obwohl das Minimum der Krafte 
bei einem Hub auftritt, der dieselbe Größenordnung hat, wie der von Schrenk beim 
Ueberschlagen der Strömung. 


Es ist wahrscheinlicher, daß 
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einer festen Wand so vor sich gehen, daß an der Wand selbst die Flüssigkeit in- 
folge der Reibung haftet und die Geschwindigkeit dann allmählich zunimmt zu dem 
Werte, der sich aus der Potentialströmung ergibt. Die Schicht, in der dieser Anstieg 
erfolgt, ist sehr klein und wird die sogen. Grenzschicht genannt. Strömt nun, wie 
im obigen Falle, die Flüssigkeit mit abnehmender Geschwindigkeit längs einer Wand, 
so werden die Teilchen, die in der Grenzschicht sich befinden, viel schneller zur Ruhe 
kommen, als die weiter entiernten Teilchen. Der Druckanstieg wird deshalb in der 
(srenzschicht viel schneller vor sich gehen. Schließlich wird ein Punkt kommen, wo der 
Druck an der Grenzschicht sogar eine Gegenströmung verursacht. In den meisten Fällen 
wird dann die Strömung abreißen, Erscheinungen, die vom Diffusor her bekannt sind. 
Aehnliche Verhältnisse liegen auch hier vor. Interessant ist, daß die Punkte des Ab- 
reißens der Schrenkschen Strömung maßstäblich aufgezeichnet, ungefähr auf einer 
Geraden liegen unter dem Winkel 25° Es liegt also sehr nahe, bei der Schrenkschen 
Strömung an einen Diffusor za denken, bei dem die Strömung abreißt. Rechnerisch läßt 
sich diese Frage sehr schwer behandeln. Man kann wohl näherungsweise den Ge- 
schwindigkeitsverlauf ermitteln längs der horizontalen Wand und findet wegen des 


Strömens in eine Ecke von 90° eine Abhängigkeit nach der — '/;-Potenz. Doch ist 
zu bedenken, daß sich mit der (reschwindigkeit der Druck ändert und schließlich 
in der Ecke — =» wird. Für diesen Fall versagen die Methoden der Prandtl- 


schen Grenzschichtentheorie vollständig, weil dort eine Konstanz des Drucke; voraus- 
gesetzt wird. 392 
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Die elastischen Verschiebungen 
sekrümmter Stäbe als Drehungen bezw. Schraubungen 


um Achsen von Momentenflächen. 
Von FERD. SCHLEICHER in Karlsruhe. 


1. Die elastischen Verschiebungen («inzelner oder aller Punkte) von Tragwerks- 
konstruktionen werden für verschiedenartige Zwecke bestimmt, am häufigsten aber wohl 
für die beiden folgenden: 1. Zur Berechnung von stereostatisch unbestimmten Tragwerken 
und ?. wenn man die bei der statischen Untersuchung eines Tragwerkes gemachten An- 
nahmen über die Materialkonstanten usw. durch Messungen kontrollieren will, oder um- 
gekehrt, wenn die Konstanten aus den Messungen bestimmt werden sollen. 

Bei der Berechnung von statisch unbestimmten Systemen läßt es sich häufig 
vermeiden auf die elastischen Verschiebungen im einzelnen einzugehen, und zwar wird 
dies durch jene Methoden, die von der Formänderungsarbeit ausgehen, ermöglicht 
(Castiglianosche Sätze, Satz über das Minimum der Formänderungsarbeit usw.). In 
vielen Fällen bleibt jedoch keine andere Möglichkeit, als den Weg über die Verschiebungen 
zu gehen, was besonders dann nötig wird, wenn die Verhältnisse so verwickelt sind, daß 
man zu einem zeichnerischen Verfahren greifen muß. 

Die elastischen Verschiebungen gerader und einfach gekrümmter Stäbe kann man 
auf einfache Weise mit Hilfe des Mohrschen Satzes über die elastische Linie bestimmen. 

Zur Bestimmung der elastischen Verschiebungen doppelt zekrümmter Stäbe 
liegen einige neuere Arbeiten von Engesser!) und Marcus’) °) vor. Marcus erhält 
auf energetischem Wege Resultate, die sich z. T. mit den auf kinematischem Wege 
erhaltenen der vorliegenden Arbeit berühren. Marcus gibt’) u. a. die Statische Deutung 
der Verschiebungsgrößen für standrechte Stäbe. Die älteren Arbeiten von Kirchhoff, 
Clebsceh, Saint Venant. Schnuse u.a. sind für Zahlenrechnungen und zur Entwicklung 
der besonders für den Ingenieur wichtigen zeichnerischen Verfahren kaum geeignet, da 
sie die Endgleichungen in verwickelter, wenig übersichtlicher Form geben. Hier setzt 
die vorliegende Arbeit ein. Es ergibt sich dabei auch für den einfach gekrümmten 
Stab eine neue Darstellung. 

Die abgeleiteten Gleichungen gelten nur für Verschiebungen, die klein von der 
ersten Ordnung -gegenüber den Ortsstrecken, Hebelarmen usw. sind. Auch ist das 
Hookesche Gesetz durchweg als gültig vorausgesetzt. Die (uerschnittsabmessungen 
sind als so klein gegenüber den Krümmungshalbmessern und Längenabmessungen 
vorausgesetzt, daß die für die Verzerrung eines geraden Stabes näherungsweise 
gültigen Formeln noch angewendet werden können (Drähte, Federn). 

@Querschnittsformen und @uerschnittsgrößen können unter der oben genannten Be- 
schbränkung beliebig sein, nur soll die Aenderung von Querschnitt zu Querschnitt stetig 
erfolgen. Für den zuerst behandelten ebenen Stab ist ferner vorausgesetzt, daß eine 
der beiden (Juerschnittshauptachsen in der Stabebene liegt; ebenso die angreifenden Kräfte. 

Krumme ebene Stäbe, bei denen nicht überall eine der Querschnittshauptachsen 
in der Stabebene liegt, geben auch bei »ebener Belastung« Durchbiegungen normal zur 
Sıabebene, so daß sie wie räumlich gekrümmte Stäbe zu behandeln sind. 


Wir bezeichnen im folgenden Vektoren durch Frakturbuchstaben. So ist z. B. 


a = Ortsvektor eines festeingespannten Stabelementes (i. A. am »links« liegenden 
Stabende), 

Y — ÖOrtsvektor des laufenden Punktes der Stabachse, kurz »Punkt te, 

i = ein bestimmter Punkt: auf der Stabachse oder mit dieser mittels eines (starren 


oder elastischen) Anschlußarms verbunden, 
% = eine Kraft mit dem Angriffspunkte » 

I) Engesser, Der elastische stabförmige Träger von beliebiger Gestaltung. Zeitschr. f. Bau- 
wesen 1919, S. 192. 

?) Marcus, Abriß einer allgemeinen Theorie des eingespannten Trägers mit räumlich gewundener 
Mittellinie. Zeitschr, f. Bauwesen 1914, S. 198, 

3) Marcus, Die elastische Linie des doppelt gekrümmten Trägers, Zeitschr, f. Bauwesen 1919, 
S. 163. Diese Arbeit wurde dem Verf, erst nach Fertigstellang dieser Abhandlung durch eine freundliche 
Mitteilung von Herrn Dr. Marcus bekannt. 
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Wir bezeichnen das skalare Produkt zweier Vektoren a und b mit a.b und das 
vektorielle Produkt mit a><b. 

Das statische Moment ») einer Kraft $ mit dem Angriffspunkte $ bezüglich des 
Punktes r—= 0 ist somit WW = P><%W. Die Verschiebung 4 (Az) eines Punktes 3 infolge 
einer sehr kleinen Drehung dd um den Drehpunkt r ist d(I;) = dd x<r= ddx<G—tr). 

Das Stabachsenelement wird mit ds bezeichnet. Soll auch seine Richtung gegeben 
werden, so schreiben wir dr. 


2. Ebene Stäbe. Wir betiachten vorerst nur die Wirkung der Biegungs- 
momente. Auf die Ermittlung der Verschiebungen infolge der Normal- und Querkräfte 
wird beim ebenen Stab nicht eingegangen, da die für den doppelt gekrümmten Stab ge- 
gebenen Werte ohne Aenderung auch für den ebenen Stab verwendet werden können. 

Wir spannen das eine Stabende bei a ein und betrachten ein einzelnes elastisches 
Stabelement ds bei r mit dem Trägheitsmomente J und bezeichnen als »rechten« oder 
‚abgeschnittenen« Stabteil denjenigen, für den 


s‘- ds>| ds 
a IM 
ist. Am abgeschnittenen Stabteile sollen ganz beliebige (in der Ebene liegende) Kräfte 
und Kräftepaare angreifen, die bezüglich des elastischen Elements bei r ein Biegungs- 
moment WM erzeugen. Wi biegt das elastische Element ds und dreht dabei den ab- 
geschnittenen Stabteil um den sehr kleinen Winkel dd: 

‚ d8 ' 

d—-M -Mde= Mdeet . ı ....x% |),® 
EJ 


. . . \ . . ds 
dd ist danach gleich dem Biegungsmomente \)ı mal dem »elastischen Gewichte de — a des 


Klements. 
Ein beliebiger mit der Stabachse starr oder elastisch verbundener Punkt 3, der 
also nieht auf der Stabachse liegen muß, beschreibt infolge der Drehung dd den kleinen 





Bogen dd: dxı=ddx Gh—r). 
wo r=3-—r der »Wirkungsarm« ist. Setzt man den Wert von dd ein, so wird 
Pie Dt 7 Er LE ER SEE i. ; 3 
Die Gesamtverschiebung /3 des Punktes 5 infolge der Biegungsmomente erhält man durch 
Integration über sämtliche elastische Elemente von t=ıabis ! =}: 
| 
Jı=-1W»rde a —r)de. . Tr (3). 


Die gesamte Verdrehurg einer in 3 in die Stabachse bezw. in den betreffenden Anschluß- 


arm eingespannten Geraden wird 
3 j 


dD NM de ; ' . : . : u 4), 


m 4 
ul 


das ist gleich der mit reduzierten »Momentenfläche« des Stabes zwischen v= ı 
E.J 
und tr =}. 


3, Die elastische Verschiebung als Drehung, Belastet man die Achse des 
ebenen Stabes mit den als Gewichten aufgefaßten Elementen Wi de der reduzierten 
Momentenfläche, so ist das statische Moment der Gewichte bezüglich des Punktes t = 0: 
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Dies Moment ist auch gleich dem Momente des im »Schwerpunkte t*« der Elemente Wi de 
angreifenden Gesamtgewichts 
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so daß man schreiben kann: 


M 
| 


-At!—d: | M rde RR. ri 


u Eu r ; 
Der Schwerpunktsvektor t* der mit 2 reduzierten Momentenfläche zwischen = a und 
rt — % folgt mit 3 
=Me ud d= [ara 


A 


aus der Definitionsgleichung (5) zu: 





h h 
/MexXr)xX<tde /rMma 
” St! xd a RE. 
A: nee ei; 
[Made /[amae 
N a 
Setzt man entsprechend = 3 — ı auch ı* = 3 — r*, so erhält man bei Beachtung der 


Konstanz von 3 während der Integration 


j 


dy7=0x} Niue - PX... . MM 
\ 
mit Ä } 
/ MYde /MYde 
si a ’ 
E \ = Rh, 3 er (8). 
\ \ 


/Ma: /Mde 


Man erhält somit die Verschiebung eines beliebigen Punktes 3 als Drehung des 


rechten Stabendes um den Schwerpunkt t* der mit = reduzierten zugehörigen Momenten- 





fläche zwischen den Punkten =ü und =; Der Drehungswinkel D ist gleich der 
von it bis % erstreckten reduzierten Momentenfläche. 

Liegt der Punkt 5 auf einem fest mit der Stabachse verbundenen Anschluß 
arme, so sind die Integrale auf dem Wege 1, },, 3 zu bilden, das heißt der Stabteil der 
außerhalb 3, liegt, wird nicht beachtet (vergl. Abb. 3). Ist der Anschlußarm, auf dem 3 
liegt, nicht belastet, so sind die Integrale über den Anschlußarm gleich null, da dort 
MM = 0 ist. Ebenso werden die Teilintegrale null, wenn für den einen Teil des Stabes 
de = 0 ist, das heißt wenn der Arm oder Stabteil starr ist. 

Der Schwerpunkt tT* läßt sich bei bekannter Momentenfläche leicht zeichnerisch 
bestimmen. Es sei noch besonders darauf hingewiesen, daß die Schwerpunkte I* irgendwo 
in der Stabebene liegen können. Nur ausnahmsweise werden einzelne oder mehrere der 
Schwerpunkte auf der Stabachse. liegen. 

Ein besonders bei symmetrischen Verhältnissen häufig vorkommender Sonderfall 
ist der folgende: Die reduzierte Momentenfläche hat gleichgroße positive und negative 


Anteile. Sodann wird die gesamte Momentenfläche D = 0. Der Drehwinkel bei 7 =; 
ist null e Dann versagen die Gl. (7) und (8) und man sagt, die Verschiebung sei 
eine Drehung um den unendlich fernen Punkt des Vektors \*. Um 4% in diesem Falle 
zu bestimmen, bezeichnen wir den Schwerpuukt der positiven Momententeilfläche d, mit rı*, 
den der negativen Anteilsfläche d;, — — dı mit T,*. Setzt man I;,* — r,* = b = Abstand 
der Teilschwerpunkte, so wird die Verschiebung von % infolge der positiven Anteilsfläche d;: 
4, = dı x tı®, 
der entsprecherde Teil für d;: 
Ja=%b "= I RIED). 

Die Gesamtverschiebung ist S= IA + Je =Iıh <b I ie 3 a Er 
das ist gleich dem Momente des Paares d, und d,. Drebpunkt ist der unendlich ferne 


Punkt der Geraden durch die beiden Teilschwerpunkte Y,* und t%*. 











478 Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 4 


Gl. (9) entspricht jenem Satze der Kinematik, der sagt, daß das Resultat zweier 
gleicher, aber entgegengesetzter Drehungen um verschiedene Pole eine Translation ist. 


4. Statische Deutung. Die Gl. (7) und (S) führen die Verschiebung /3 und die 
Drehung d auf statische Größen zurück: 

Belastet man einen krummen ebenen Stab in jedem seiner Punkte 
mit den zugehörigen Gewichtselementen Wde der reduzierten Momenten- 
fläche, so ist die Drehung D einer im Stabpunkte 3 mit dem Stabe ver- 
bundenen Geraden gleich dem Vektor, welchen die Summe der Gewichts- 
elemente )i de, das ist die von a bis 3% erstreckte reduzierte Momentenfläche 
darstellt; ferner die Verschiebung 43 gleich dem statischen Momente, 
welches dieser Vektor bezüglich des Punktes x% besitzt, wenn er im Schwer- 
punkte I!* der von T=aü bis =; erstreckten reduzierten Momentenfläche 
angreifend gedacht wird und demnach auch gleich dem Momente, das die Gewichte 
I de zwischen a und 3% bezüglich des betrachteten Punktes 3 haben. 


5. Sonderfall. Ist das eine Stabende ı drehbar festgehalten und kann sich 
das zweite Stabende b nur längs der Geraden t bewegen, so erhält man als Bedingunvgs- 
gleichung: Abxt= 0, oder Jb.n=0, wenn t.n= 0 ist. Die Verschiebung eines 
beliebigen Punktes 3 kann man in diesem Falle zerlegen in eine aus einer Drehung des 
ganzen Stabes um den Auflagerpunkt a mit dem Drehwinkel d. sich ergebende Teil- 
verschiebung A% und eine der ungeänderten Endtangentenlage in « entsprechende Ver- 
schiebung /%' (infolge der Biegung des Stabes): 

s 
I I, +" =D, > (3 1-4 |Mxrae. 10). 

Da die Aufgabe statisch bestimmt ist, 
lassen sich die bier einzusetzenden ){-Werte 
——._ von vornherein bilden. Setzt man 3 =b, 
x -t so erhält man Jb und kann dann d, kon- 
struieren (vergl. Abb. 1. Um die dem 
Mohrschen Satze entsprechenden Glei- 
Ab chungen für den vorliegenden Fall zu ge- 
winnen, hat man Jb in die Bedingungs- 
gleichung einzusetzen. Nennt man den 
Vektor der Stützweite b—ıa=[!, so erhält 

man 

lv 


Jsd.n =d xi.n+n. | MM x rde=dD. 





A 


Daraus folgt \ 
— |xı [ 
(1 >x< m 
a 


vr.nx<Mde+(x<m)Sx<K. 


Der hierin willkürlich wählbare Vektor X wird für unseren ebenen Stab gleich null, da 
sich der Stab nach Voraussetzung nicht aus der Stabebene drehen kann. Nun ist aber 
Iixnı=1ix<(ixe)= l.teuninxW= — Mt. Damit wird 


n 


/ret M de 


I = — 
l»t 
Wir haben also jetzt 
b j 
= — J v.tMde | Dae, 
L a 

kn \ 3 

1 \ 

d= } v.tWt de) en +} Mxrde. 
[40 
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Wir betrachten jetzt Dede 
den geraden Balken «ab X ln 
u an 
mit der Stützweite (l.t)t 
(vergl. Abb. 2), den man S 
erhält, wenn man den | | Um | 
krummen Stab auf die | Q 
Gerade t projiziert. Be- | IE; 
lastet man diesen Balken a | A 
(der je nach der Richtung - 
2. 





der Geraden t auch an 
einem oder an beiden > IrTeT = 
Enden auskragen kann) in + AB | 
jedem seiner Punkte mit X N 

den Gewichtselementen ı/ “ \.t 
))t de der reduzierten Mo- ü | Ben 
mentenfläche, wobei die Br. R 

Zuordnung der Angrifis- Meda ru 

punkte der Elemente St de Abb. 2 
von der Achse des krum- Die Elemente Vi de der reduzierten Momentenfläche sind in die 
men Stabes zum geraden Stabebene hineingeklappt. 

Balken durch Projektion 

erfolgt (vergl. Abb. 2), so ist das statische Moment dieser Belastung bezüglich des 
Punktes b 











(9 


HEIM, 


a 


b 
t — -j r. bt Mid = 
1 


woraus folgt 


a |a-Ht-Mae+at. 
t’ 


w 


Da ?’=n’=1 und x = 0 ist, wird 
b A 
U fr-tMae, = A+[ Mae E, Ä 
h | N (11) 
N 
IzZ=-AXG- NHL Mxrde— St \ 


Die drei Gl. (11) besagen folgendes: 

Für einen krummen ebenen Stab, dessen eines Ende gelenkig gelagert ist und 
dessen zweites Ende sich nur längs einer Geraden ! bewegen kann, sei die Momenten- 
fläche gegeben. Wir belasten den geraden Balken (l.t)t in jedem seiner Punkte mit 
den Gewichtselementen Wi de der reduzierten Momentenfläche, wobei die Angriffspunkte 
der Elemente \){ de auf dem geraden Balken den entsprechenden Punkten des krummen 
Stabes durch eine orthogonale Projektion zugeordnet werden (vergl. Abb. 2) und be- 
stimmen die Auflagerkraft I! des Balkens. Dann ist die Schnittkraft 5; des mit den 
Elementen Wide belasteten krummen Stabes, an dem man auch die Auflagerkraft 4 an- 
greifen läßt, in jedem der Punkte 3 seiner Stabachse gleich der Verdrehung einer Geraden 
im gleichen Stabpunkte. Die Verschiebung 4; ist gleich dem Schnittmomente &t, im 
Punkte 3 der Achse des krummen Stabes, das ist gleich dem Momente der Gewichte I 
und Wi de bezüglich des Stabachsenpunktes 4. Anschlußarme müssen besonders be- 
handelt werden. 


Für den besonderen Fall, daß tx<I=0 ist, das heißt t.l= | =! (die Ver- 
schiebungsrichtung geht durch beide Auflagerpunkte), wird 
hi 


SE WE [etwas 


u 











18 


Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 4 


6. Zweiter Sonderfall. Ist das eine Stabende ı wieder gelenkig festgehalten, 


der Weg Al des zweiten Stabendes aber nach Größe und Richtung bekannt, so läßt sich 
D. aus der folgenden Gleichung (für 3 — b) berechnen 


I 


% = c ‘# . m Ad >) \ 
= 5% at | N Uder E87 


Diese Gleichung erlaubt die folgende statische Deutung: 


Belastet man den krummen Stab mit den Gewichtselementen „Wi de, so wird das 
statische Moment &t? bezüglich des Auflagerpunktes b 


b 
St - | ah de IX A I 


Dabei bedeutet II die Auflagerreaktion und Wi" das Auflagermoment bei ı, das erforder- 
lich ist, um eine Drehung des mit den Gewichten \){ de belasteten Stabes um die Ver- 
bindungsgerade | der beiden ÄAuflagerpunkte zu verhindern. Aus obiger Gleichung folgt 


h 


| "an 1. 
U - Mrd Mt 
2°? \ 
Setzt man hierin Vi" = Ib ein, so ergibt sich wieder Gl. (12): 
| f le n 
D Y At II de‘ i Dr—= A+ Ye de oS, | 
[3 ! . \ / 
a 13) 
/?3 D] a) I de = 6t \ 
Schreibt man die Gl. (13) aus, so hat man 
v } 
m | \ r ) i \ 
I—=c Mrde — Ab + | Md | 
| aan Dr 4 id 
| 14). 
a) N 
. > \ | Sr ur { en \ \ 
1: ST; a > Ex rde Ab It 1 —a)+ | WVex<Ttde 
En “ 


y a) 
\s sit 


Die vorstehenden Gleichungen sind natürlich nur gültig, wenn die Momentenfläche uud 
die Verschiebung des Endpunktes J/b dem gleichen Belastungszustande entsprechen 


Die Gl. (14) enthalten folgenden Satz: Belastet man einen krummen ebenen Stab 
mit der reduzierten Momentenfläche und führt man als Auflagerkräfte die oben an- 
gegebenen Werte Y{ und Vi" ein, so ist die Schnittkraft des Stabes in irgend einem 
Punkte gleich der Verdrehung einer in dem betreffenden Punkte mit der Stabachse 
winkeltreu verbundenen Geraden. Das Schnittmoment des so belasteten Stabes ist gleich 
der Verschiebung des betreifenden Punktes der Stabachse. 

Pankte, die durch Ansatzarme mit der Achse des Stabträgers verbunden sind, 
müssen gesondert behandelt werden. 


7. Der räumlich gekrümmie Stab. Ein doppelt gekrümmter Stab sei an 
einem Ende bei “ eingespannt, am zweiten Ende b jedoch frei beweglich. Der Stab sei 
durch ganz beliebige Kräfte ‘\; (mit den Angriffspunkten Y:) und Kräftepaare Wi; — die 
entweder unmittelbar auf der Stabachse oder auf mit dieser verbundenen Änschlußarmen 
angreifen können — belastet. Ein beliebiges elastisches Element ds der Stabachse mit 
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dem ÖOrtsvektor ! wird dann deformiert durch eine Schnittkraft S; = EZ‘); und durch ein 
. 
b 


b 6 
Schnittmoment WI = 2 Wi: + F(i - Vx Pi = M’—-ı%X ©, werın W = FW: +2XxP: das | 

r Y r N 
Moment der am abgeschnittenen Stabteile angreifenden Kräfte und Kräftepaare bezüglich 
des Bezugspunktes I = 0 ist. 


Ist €,,r der Einheitsvektor in 
der Richtung der Tangente an die 
Stabachse im Punkte Y und sind £,, 
°,r Einheitsvektoren in den Rich- 
tungen der beiden Hauptachsen 
des Querschnittes !, so hat man, 








da %- (ur = (u- tmm=0 und 
er X Er = fır ist, 5: = W —- \); 
+ Vz, worin V — (S. . Oz) Errı 
eine Normalkraft und D,—= (Sr. )Cı 


sowie Ur = (©: » tır) Cır Quer- 
kräfte sind. Die Zerlegung des 
Schnittmomentes ')){x nach den Rich- 
tungen €, &r Car gibt Wr = Mi 
— Mır — Mırr. Darin bedeutet 
Wir ein Verwindungsmoment, X; 
und Wr sind Biegangsmomente 
um die (uerschnittsbauptachsen (C; 
und eır- 

Es ist nicht vorausgesetzt, 
daß e,, Cr mit Haupt- und Binormale 
der Stabachse zusammenfallen, das 
heißt, es ist für die folgende Unter- | 
suchung einerlei, ob die Stab- u 3 
re Me standrecht oder ver- Grundriß [22.2550] 
drillt sind. Abb. 3 

Sind die Querschnittsabmes- 
sungen klein, so gilt für die elastische Verschiebung d(/}) eines beliebigen Punktes } 
genügend genau für den Einfluß von 





rY ’ 2} ds 
a) Normalkrat . . . .. dIy =N 
7 _ ds ds 
b) Querkrati. . . ...dJI U; +X0On er 
aıGF aımım@GH 
’ dß 
di" —= MWırr 0J und 
r . ‘ III 
c) Verwindungsmoment $ 
a 8 
ad! — Mir x 1 
G Jııı 


IV 18 

| am = Mı + Mo und 
EJı E Jıı 

d) Biegungsmoment ; 
\ de 

la IN) m Mxr- Mı.x<r. 
\ EJı E Jıı 


Die Gesamtverschiebung /3 wird dann die Summe aller dieser Komponenten: 


- 2 
Ä ö 
A — Zr as + [Mexras. Dee BR ss: On 
a 


A 


an \ Orr \ 


mh 


worin 

Y y + Y y 3 , 

EH aı@GH anı@GH 

Mr Wrr Mer 
—. 


+ 


EJı E Jrr @G Jrı 


‘)) ( zn 
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und T ı— ! der Wirkungsarm der Verschiebungen ist. F' ist die ()uerschnittsfläche, 
Jn Jır sind die Trägheitsmomente bezüglich der Hauptachsen C,, Cır; Jır ist eine Art 
polaren Trägheitsmomentes, wie man es bei der Berechnung des Verdrehungswinkels 
eines Stabes als Querschnittskonstante erhält. “7, &rr sind Koeffizienten, die von der 
Querschnittsform abhängig sind 

Der Vektor der Verdrehung im betrachteten Punkte } ist 


x 
Dee 7 Pe 


— 


Wir nennen ©” die »reduzierte Schnittkraft«, \)i” das »reduzierte Schnittmoment« 
und D die »reduzierte Momentenfläche«. 

Es sei darauf hingewiesen, daß die Verschiebungen infolge der Schnittkräfte i.a. 
nicht unabhäneig von der Lage der @auerschnittshauptachsen sind. Der Ansatz für 
J/ı und D |das ist Gl. (15) und (15b)| stimmt sachlich mit dem Resultat von Clebsch 
‚Elastizität fester Körper, Leipzig 1862. S 58) für kleine Verbiegungen dünner Stäbe, 
bis auf den Anteil der (uerkräfte, der bei Ulebsch vernachlässigt ist, vollkommen 
überein. 

Die Verschiebungen infolge der Normalkräfte kann man leicht als Schlußlinie eines 


18 


Kräftezuges mit den Elementen \\i == finden. Den Anteil der (Juerkräfte erhält man 


a A _ «ds — ds 
ebenso mit den Elementen X; + Ur 7 
aıG F aıı@GF 
8. Reduktion. Für die Verschiebungen infolge der Momente allein gilt das 
folgende: 


Belastet man die Stabachse in jedem ihrer Punkte mit den zugehörigen, als 
Kräfte aufgefaßten Elementen )i” ds der reduzierten Momentenfläche d, so kann man 
dieses räumliche Kräftesystem auf eine Kraftschraube (Dyvname) reduzieren. Das 
statische Moment dieses Kräftesystems bezüglich I — 0 ist 

3 
tr m I >x<ı ds zum I” >% d + IM“, 


Die Gleichung der Zentralachse dieses Systems ist dann 


n ft 
L YY. »\ 

% ! = z% zu pi DAR > “ l ds u | % D . . . . . . . . (1 6). 
D“ 


. 


a 
x» ist ein Parameter, dessen Unbestimmtheit nichts anderes bedeutet, als daß man den 
»Angriffspunkt der Krait D der Dyname« beliebig in der Zentralachse, die parallel D ist, 
verschieben kann, ohne das »Moment« zu ändern. Ist 
3 
0 . 
Dead rt) re MN 


. 


u 
das »Moment der I)yname«, so erhält man durch Einsetzen in Gl. (15) für die Ver- 
schiebung /:} des Punktes } 
Id xGß-Y)+HM*-Ix+Mt. . . 2.0.0. (18). 
Die Verschiebung eines Stabpunktes stellt sich nach Gl. (18) als Schraubung um die 
Zentralachse t* der reduzierten Momentenfläche dar. Es gilt demnach der folgende Satz: 


Belastet man die Achse eines einseitig eingespannten, doppelt ge- 
krümmten Stabes mit den als Kräfte aufgefaßten Elementen W’ds der 


reduzierten Mömentenfläche und reduziert man den zwischen Y=ıuü und 
v=ı liegenden Teil des Kräftesystems der X’ ds auf eine Kraftschraube, 


die aus einer Kraft D gleich der Summe der Elemente \\’ds und aus einem 
Moment \\* besteht, so ist das Gesamtmoment dieser Kraftschraube bezüg- 
lich des Stabpunktes x gleich der Verschiebung J und die Kraft d der 
Kraftschraube gleich der Verdrehung des Stabendes }. 
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Mit anderen Worten: Bringt man die Elemente \)i” ds als Belastung auf, so ist 
das statische Moment dieser Belastung zwischen ı und 3 bezüglich des Punktes x gleich 
der Verschiebung A% und die Summe der Elemente »)(’ ds ist gleich der Verdrehung D 
des Stabendes 3. Anschlußarme sind dabei gesondert zu behandeln. | 





9. Sonderfall. Ist z. B. das eine Stabende ı nicht eingespannt, sondern nur in 
einem Kugelgelenke festgehalten und ist die Verschiebung /l des zweiten Endpunktes Ü | 
bekannt, so kann man die Verschiebungen in eine Drehung dı der Endtangente bei ı 
und in eine darauffolgende Verzerrung des Stabes bei eingespannter Endtangente I, zer- 
legen. Mit | = b—ı erhält man dann 


[1 
J=1ıx<1+ [wm x rds 
il 


und daraus | b 
Kin x 4 (Werra 





a 
v ist eine unbestimmte Zahl. Die Bedingung für Sb ist allein noch nicht ausreichend 
um d, vollständig zu bestimmen. Die Drehungskomponente parallel zur »Stützweite |« 
bleibt unbestimmt, sodaß sich der ganze Stab noch um die Verbindungsgerade der beiden 
Stützpunkte drehen könnte. Der Grund der Unbestimmtheit liegt darin, daß ein räum 
liches System zur stabilen Unterstützung dreier Stützpunkte bedarf (Flächenlagerung). Das 
oben betrachtete System besitzt nur Kantenlagerung und ist demnach labil. Die Zahl » 
bleibt noch aus der Art der Auflagerung des Stabes bei a und b zu bestimmen. 

Es sei » als bekannt betrachtet. Belastet man den Stab mit den Elementen »)’ ds 
der räumlich gewundenen Momentenfläche, so wird das statische Moment bezüglich des 
Endpunktes Ü h 1} 


b 
st - [0-Hx WM as= | Wxras. 
A 


A 
Um das Gleichgewicht herzustellen, muß man z.B. bei ı eine Auflagerreaktion | und 


. .. B . / \ . | . r . 
ein Kräftepaar WM" anbringen. (Wit= M’ ‚, kann nur um die Verbindungsgerade der 


beiden Auflagerpunkte drehen.) Die Gleichgewichtsbedingung lautet jetzt: 


et -Ix A + MM = 0. Daraus folgt Mi+ Et).I= 0, 
d.h. es ist . 
m (0 fRre-du), 
1 . 

A l Sn: nu 

Es folgt nun BEE . (St + Ma) + al. 
Setzt man a u : ru. a a ee 
so wird J Bu | > (St! = ee re (20). 


[? 
Ist 01.1 = |’ aus der Art der Auflagerung bei ı bekannt, so kann man, da 


y 


. 


Behxg-n)+[Mexrvas 


ist, schreiben 
= AH m ds—=&.. . (21), J3 = W> G-9+ [Mxıds- St (22). 
a a 


Belastet man also einen räumlich gekrümmten Stab, der an beiden Enden gelenkig 
festgehalten wird und dessen eines ÄAuflager um Ab nachgegeben hat, mit der (räumlich 
gekriümmten) reduzierten Momentenfläche und führt man fir den so belasteten Stab die 


32* 
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a 


) 
Schnittkraft ©; des Stabes gleich der Drehung dD einer Geraden und das Schnitt- 
moment St; gleich der Verschiebung des Schnittpunktes 3 auf der Stabachse. 


in Gl. (19), (20) angegebenen Größen für die Auflagerkräfte A und »)i ein, so ist die 


Ist insbesondere » = x —= 0, so Kann sich die Endtangente f, beirv=u nur in der 
bene t, > | drehen, nicht dagegen um die Verbindungsgerade | der beiden Stützpunkte. 


10. Temperaturänderungen. Wir betrachten wieder einen einseitig ein- 
gespannten Stab mit doppelt gekrümmter Achse. Für die Bestimmung der Verschiebungen 
infolge von 'Temperaturänderungen wird (wie in der Baustatik allgemein üblich ist) voraus- 

gesetzt, daß die T'emperaturänderungen solche sind, daß ur- 

7) sprünglich ebene Querschnitte eben bleiben 1), Im neben- 

) stehender Abbildung sind die Längenänderungen der Fasern 

von der Länge eins an die (@Querschnittshauptachsen t;, und ty 
angetragen. 

Zwei benachbarte Querschnitte U und !-+-dt werden in- 
are folge der ungleichmäßigen Erwärmung um Adrv= «tdı von- 
{ ER einander entfernt und um d- = (Tr tr +4 Tırkır) ds gegenein- 
‘ ander verdreht, wobei ? die Temperaturänderung der Stabachse 
und 7; bezw. ?7;r der Temperaturabfall pro Längeneinheit der 
Querschnittshauptachsen Cr und t; ist. Die Verschiebung A} 
eines l’unktes % ist dann 


ze | 
Ip \ 

/ a | | 

S ee: un %, 

Mn; | | 





\ b' 
3 ' Za2wssr] A: — J atdv+- | dd- x ß@ß—ıV)ds . . (23). 
\hb. l N a 
: A " j 1l-+at 
Ist /— konstant und dd- — 0, so wird der Stab nur im Verhältnis ver- 


größert, wobei er sich selbst ähnlich bleibt: Az = «t(z—a). Ist dagegen / 0 und 
dd- = 0-ds konstant, so wird 
3 


Az =Dd-xX | (i — v) ds=0:x ( Y*) Ss. 
a 


/x ist damit eine Drehung um den Schwerpunkt 





3 
iR: ds 
A 
re — 
5 
jds 
A 
der Stabachse zwischen =“ und =. Der Drehwinkel ist sd-, das heißt proportional 
der Bogenlänge 3 
> = las. 
a 


Dieser letztere Sonderfall ist jedoch nur bei Stäben mit ebener Mittellinie möglich, da 
nur für diese die Bedingung dr.d- — 0 erfüllbar ist. 


11. Das Verschiebungsellepsoid. Im Punkte } eines doppelt gekriümmten, 
einseitig eingespannten Stabes greifen die Kräfte ‘Pi = t; (I = 1, 2, 3) von den Richtungen 
der festen Kinheitsvektoren €; und der Größe eins an. Das Schnittmoment im Stab- 


I) Diese Voraussetzune ist natürlich kaum oder nicht realisierbar. Wenn man jedoch bedenkt, 
wie verwickelt die Temperatureinflüsse tatsächlich sind und welche große Zahl von unberechenbaren 
Einflüssen zusammenwirken, so erkennt man die Berechtigung, ja die Notwendigkeit, eine einfache 
Annahme über die Temperaturverteilung zu machen. Die Berechtigung und das Ausreichen eines linearen 
Abfalls wird durch die vorhandenen Messungen an Brücken und Talsperren erwiesen. Wegen der Größe 
und Häufigkeit (Geschwindigkeit) der Temperaturschwankungen vergleiche man z. B. Probst, Eisen- 
beton, Bd. I, 2. Aufl. und A. Stucky, ktude sur les Barrages arquös. Bulletin technique de la Suisse 


romande, a. 1922, 




















eine 
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punkte v ist dann Wi = fxti=(p—V))xc mit t=1, 2, 3, sodaß man für das re- 
duzierte Moment 


m EUER I Er 
ti‘ = ( .:-krıckı u (ı + . “Cır) Can 
EJı EJı @ Jı1I 


erhält. Die den Kräften ‘): entsprechenden Verschiebungen 
3 


A} = li [wu > tds 


Lv 


a 
und Drehungen ) 


b; fo ‘ds 


Hi 


Br 


sind nur von den Gestalts- und (uerschnittsverhältnissen des Stabes abhängig, sodaß die 
u und b; für gegebene Punkte X und ; konstante Vektoren sind. Greift nun in Y eine 
beliebige Kraft "= Xtı + Y%» + Zu an, so hat man die entsprechende Verschiebung 
IS=Xt-+ Ye+Za und die Drehung D= Xb, + YW» + Zbs. Dreht sich nun Y 
im unveränderten Angriffspunkte P, das heißt beschreibt der Endpunkt des Vektors \) 
eine Kugelfläche X°’-+ Y?+Z? = P? = konstant, so beschreibt jeder Punkt ; ein Ellipsoid, 
da die Vektordreibeine Cı (3 C&; und \ı da da durch eine aifine Deformation ineinander 
übergeführt werden können. Dies Ellipsoid kann nur dann in einen elliptischen Zylinder 
übergehen, wenn die Determinante der Skalarbeträge der Komponenten ii: der Vek- 
toren ii verschwindet. Entsprechendes gilt für die Drehvektoren Dd. 


12. Zum Schluß noch einige Resultate von mehr geometrischen Interesse. 
a) Für einen ebenen, krummen Stab hat man mit den Bezeichnungan von Nr. 11: 
= Xı+ Yu; S3=-Xu+Ywu; d=(Xb + Yb) ee. 
Der Wirkungsarm der Verschiebung ist dann 
er _ 41x Br IX eg = Xdı X + Ya X 6; 
Du. 25 D Po bı X +by Y 

Läßt man nun die Kraft (in der Stabebenre) ihre Richtung und Größe bei un- 
verändertem Angriffspunkte beliebig ändern, so bewegt sich der Schwerpunkt \* der 
reduzierten Momentenfläche längs einer Kurve 


un u. f + /. To 
va3—lt—? ! 
bi t / ba 
(worin fi = ix cz konstante Vektoren und = Y/X einen Parameter bedeutet), die man 


als Gerade erkennt. llierzu vergleiche man Ritter, Graphische Statik, Bd. IIL, S. 260. 
b) Ein doppelt gekrümmter Stab sei mit einer Kraft "= Xtı+ Ye, belastet. 
Dem entspricht = Xu + Yo, dD= XD, + Yb,, wo i.a. bı xD; #0 ist. Die Gleichung 


der Zentralachse des Kräftesystems \)i”’ds folgt dann mit = Y/X aus 
IA2xDd 
vr — sr +20 (2 = Parameter) 
D2 
| 1, xbı +Am <ie+mx<b) + Ama x . 
zu ee A | ) 2 2 1) 2 4/4 X (bh Hd). 


bi? +24bı.b5 +4? b3? 
Wenn man für die konstanten Vektoren fı f3 f; schreibt, für die skalaren Größen cı ca @, 
so wird wenn man noch # X —= 1 setzt, 
a nn Iı +/f + ” T3 +u (b+ b,) wis ul Hi \ 
j cı +Acg + A?cz f 
) und « sind zwei voneinander unabhängige Parameter. Der Nenner N=4-+Aw +46 
—= (b, +4 b,)? kann nicht verschwinden solange b, > by +0 ist. 

(24) ist die Gleichung einer Regelfläche, deren Leitlinie | (A) man als Ellipse 
erkennt, da wegen N > 0 sämtliche Vektoren [(A) endlich sind. Jedem Punkte } der 
Leitlinie ist eine Erzeugende, (bi +4b,) parallel, zugeordnet. Die Erzeugenden sind 
zwar untereinander windschief, jedoch sämtlich parallel zu der Ebene mit der Nor- 
malen b, x bs, sodaß die ganze Regelfläche zwischen zwei parallelen Tangentialebenen 
(Normale bb <b;) liegt, welche die elliptische Leitlinie in den beiden Endpunkten eines 
Durchmessers berühren. Schnitte parallel zur Ebene der Leitlinie | (A) ergeben Ellipsen, 
deren Ilauptachsen gegeneinander verdreht sind, wobei die Berührungspunkte der beiden 
Tangentialebenen sämtlich auf zwei Geraden liegen, 391 
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Bemerkung zu dem Aufsatz von Hrn. Ferd. Schleicher 


über die elastische Formänderung krummer Stäbe. 
Von R. v. MISES in Berlin. 


DD" schönen Ergebnisse, die Ar. Schleicher in dem voranstehenden Aufsatz erzielt, 


lassen sich — dies sei mir gestattet, hier hinzuzufügen — in einfachster Weise 
ableiten, wenn man die Symbolik der Motorrechnung benutzt, die ich kürzlich in 
dieser Zeitschrift entwickelt habe'). Ja die beiden Hauptsätze in 4 und 8 der Schleicher- 


schen Arbeit können fast unmittelbar aus den Formeln im vierten Abschnitt meiner Aus- 
fübrungen über die »Anwendungen der Motorrechnung«®) abgelesen werden ‘). 

In meiner Arbeit wird gezeigt: Die relative Verschiebung Ml der beiden Enden 
eines geraden Stabes von der Länge /, als Motor aufgefaßt (die Parallelverschiebung 
und Drehung gemeinsam betrachtet), drückt sich durch die Stabkraft &, die an den 
Stabenden angreift (wobei wieder Re$ultante und Moment als Eines betrachtet werden), 


\ 


so aus: ET RR 


Darin bedeutet K eine Matrix oder motorische Dyade, deren Schema bei passender 
Wahl des Bezugssvstems nur in der Hauptdiagonale nicht verschwindende Glieder enthält, 
und zwar wenn J,„ Jı die beiden Hauptträgheitsmomente des Querschnittes, X die 
Elastizitätszahl, (J,ır den Torsionswiderstand bezeichnet - 


I 
() () () () () 
EJ; 
l 
() () () () () 
E Jıı 
l 
() 0 (0 () (0 
G Jııı > 
1? 2) 
() () (Ü) () () 
12 E Jıı 
B \ 
() (0) U () () 
I2 EJı 
l 
0 0 0 0 0 
EF 


Soll die Theorie auf krumme Stäbe angewendet werden, so muß man das 
Bogendifferential ds an Stelle von / setzen. Es fallen dann die Glieder in der vierten 
und fünften Zeile, da sie von höherer Ordnung sind, fort. Hebt man nun ds heraus 
und bezeichnet mit K die Matrix 


U) 0) 0 ) U) 
EJı 
\ 0 | 0 0 0 0 
E Jıı 
| 
0 0 0 0 0 yN\ 
GJıımn ae 
0 0 0 0 0 0 
() () 0 0 () U) 
1 
0 0 0 0 0 
EF 
so ist an Stelle von (1) zu schreiben: 
1 — K e3 ds i . } ; ’ r j R . (1). 


a 
Diese Formel enthält bereits das vollständige Resultat von Hrn. Schleicher für einfach 
und doppelt gekrümmte Stäbe. 


I) Diese Zeitschrift 4, 1924, S. 155 bis 181 und 193 bis 213. 

9) A.a. O., S. 201. 

Ö) Das Manuskript von Hrn. Schleicher war vor dem Erscheinen meiner Arbeiten bei der 
Schriftleitung eingelangt. 
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Hinsichtlich des Bezugssystems, für das (2) gilt, ist nur zu sagen, daß der 
Anfangspunkt der Koordinaten mit dem jeweils betrachteten, bei der Integration variablen 
Pankt der Stabmittellinie, die 3-Achse mit der Stabrichtung, die 1- und 2-Achse mit den 
Hauptrichtungen des (Querschnittes zusammenfallen müssen. Bei der Integration muß 
daher berücksichtigt werden, daß das Koordinatensystem veränderlich ist, sobald man 
für K die einfache Form (2’) aufrechterhält, statt auf ein festes System zu transformieren. 

Faßt man nur die Wirkung der Momente ins Auge, die im Anschluß an das 
Vorhergehende mit Wr, Wir, Mlırr bezeichnet seien, so liefert die erste Vektorkomponente 
von (1) die Drehkomponente der Verrückung 


Wı NWır Wırr 
d I( ' = ) ds a a a pe 
f EJı EJıı G Jın 


in Uebereinstimmung mit (15b) der Schleicherschen Arbeit. Stellt man den analogen 
Ausdruck für die zweite Vektorkomponente von I auf, so erhält man zunächst Null, da 
die drei Resultantkomponenten, die an Stelle der I treten, vernachlässigt werden sollen. 
Man muß aber jetzt beachten, daß der Bezugspunkt (für die Bildung des Momentes von II) 
vom laufenden Stabelement /s nach dem Stabpunkt $ verschoben wurde, dessen Trans- 
lation eben berechnet werden soll. Es kommt daher noch der — allein übrigbleibende - 
Ausdruck hinzu, der von dieser Koordinatenverschiebung herrührt: 


Mı Mr Mırr 
Ä:i ms E r ) x trds . Zu. ar R (4), 
( EJı ” EJıı ” GJın 


wobei ti den Vektor vom betrachteten Endpunkt nach dem Element ds bezeichnet. Die 
G1. (3), (4) bilden die unmittelbare formelmäßige Fassung des Schleicherschen Hauptsatzes. 

Zieht man auch die Wirkung der Resultantkıäfte in Beıracht, so tritt ein kleiner 
Unterschied deshalb auf, weil in (2) und (2’) die Schubwirkung der (Jjuerkräfte nicht 
berücksichtigt ist. Diese Vernachlässigung, die der übliehen Auffassung entspricht, 
wonach die Schubwirkung gegenüber der Biegnng verschwindend klein sei, kann natür- 
lich auch obne weiteres im Rahmen von (2) oder (2') beseitigt werden, indem man den 
Gliedern der vierten und fünften Zeile in der Hauptdiagonale den Ausdruck //GF in (2), 
bezw. 1/GF in (2') hinzugefügt. 

Diese Andeutungen mögen vielleicht geeignet sein, die Anwendbarkeit der neuen 
Rechnungsweise zur Anschauung zu bringen. 31a 


Zur Berechnung der Knicklast des Rahmenstabes. 
Von H. MÜLLER-BRESLAU in Berlin. 


theorie« von v. Mises!) steht auf Seite 416 im Anschluß an die Mitteilung von 


/ 


T' dem wichtigen Aufsatz »Ueber die Stabilitätsprobleme der Elastizitäts- 


Formeln für die Knicklast eines Rabmenbalkens der Satz: »Von dem Müller- 
Breslauschen Resultat, das auf dem Wege über eine Reihe mehr oder weniger will- 
kürlicher Annahmen gewonnen wird, weicht das unsere einigermaßen ab 

Hierzu bemerke ich, daß die von mir abgeleitete einfache Knickformel nicht für 
Rahmentragwerke (wie Stockwerkrahmen, Vierendelbalken .. .) bestimmt ist, sondern 
nur für den aus zwei parallelen, durch Bindebleche verbundenen Gurtungen bestehenden, 
im Eisenbau viel verwendeten Rahmenstab. 

Die Entwicklung der Formel geht von einer strengeren Untersuchung des 
exzentrisch gedriückten Rahmenstabes aus. Es kam darauf an, durch zulässige Verrin- 
fachungen des Ansatzes das probeweise Auflösen transzendenter Gleichungen zu ver- 
meiden und eine einfache und dorh zuverlässige Formel für die Knicklast im elastischen 
Bereiche zu erhalten, die zur Berechnung der Tragfähigkeit schlanker Rahmenstäbe in 
ähnlicher Weise benutzt werden kann, wie die fur schlanke einteilige Stäbe gültige 
Euler-Formel. An einigen Beispielen werden im Folgenden die Ergebnisse dieser 
Rechnunrg mit denen der v. Misesschen Formeln verglichen. 


1. Vergleich der Formeln. Es bezeichne ! die Stablänge, 4 die Feldweite, 
n die Anzahl der Felder, A den Abstand der Schwerachsen der Gurtquerschnitte, A’ den 


I, Diese Zeitschrift 1923, S. 406 bis 432, 
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Abstand der zur Befestigung der Bindebleche dienenden Nietreihen, 5b die Bindeblech- 


breite, #' den Inhalt, / das Trägheitsmoment und ©—=VJIF den Trägheitshalbmesser des 
Gurtquerschnitts, F, den Inhalt und J, das Trägheitsmoment des Querschnitts des den 
()aerstab bildenden Bindebleches. 


Wird der Rahmen- 




































































W294 . stab wie ein einteiliger 
nl: "»]-— (vollwandiger) Stab be- 
7 handelt, so ist das Träg- 
M-A-— 5% . gr 
heitsmoment seines 
re ben R Querschnitts für die 
Achse 1 
Die Ri F'h? 
PERS a Jı | . — 2 ® 
oO O dh y . oo Z,- EI > \ 2 
R | 11-138 2 Gegen Ausknicken 
BA44S22) 0 4 01-1 : 060 PrF-* um die Achse 2 sei der 
FREE. VRR. 2 Stab durch ein ge- 


nügend großes J, oder 
durch seitliche Stützung 
gesichert. 
Die Knicklast des Rahmenstabes bezeichnen wir mit P und für den Fall sehr 
starker Querverbindungen (J, =») mit P 
Nach Seite 398 meiner »Neueren Methoden der Festigkeitslehre« 1913 und 1924 ist') 
; n"EJı 1 . _ f|2n IR 
P, = r rw er mit -(,) te’, . E. NIOIESTER 
u 24 n“J 
Multipliziertt man Zähler und Nenner mit ?/n?, so geht (1) über in 
Ku. 
BIT + Ya 


Die nach oben abgerundeten Zahlen 1/ı« und ? können aus der nachstehenden 
Liste entnommen werden. 


Abb, 1 und 2 


„nr ‚ 
mt A='!kootg’ — + "u. .» . .» (2). 


u FM 




















n I/u B n 1 /u 3 n 1 /u. B n 1/u B n L/u B 
5 0,935 2,46 9 0,980 8,2 13 0,991 17,1 17 0,0995 29,3 
2 0,61, 3 6 0,055 3.6 10 0.034 10.1 14 0.992 19,8 18 0.995 32.8 
0,825 >/6 7 0,964 t,9 11 0.987 12,2 15 0,995 22,8 19 0,996 36,6 
t 0,599 1.05 N 0.972 6,4 3 0,990 14.6 16 0,994 25,9 20 0.996 10.5 


Soll die Nachgiebigkeit der Bindebleche berücksichtigt werden, so ist in (2) zu setzen 


9 I n > € 
I 1, 2 RL’ : . ©. 9 
p ‚ cotg „te mit cos ET a a (3) 
und 4 Fh hh 
. ee = (3 . (4). 
7 Frl b“ 


Es folgt dies aus der a. a. 0., S. 397, entwickelten Formel (69). Setzt man FI, =» 
also &=(, so wird V=zi/n. 


Man kann aber auch der Nachgiebigkeit der Bindebleche mittels der Formel 


. P=- — =P,(1—°,e) (bei kleinem &) . . . ..06) 


yE 
Rechnung tragen, nach Gl. (82) a.a 0., S. 400. Die Ergebnisse von (5) und (2) (3) 
weichen nur unwesentlich voneinander ab. Die einfachere Formel (5) verdient den Vor- 
zug, weil die Aufassung der Bindebleche als Stäbe ohnehin eine rohe Annäherung ist. 
v. Mises gibt die Formeln: 


2, 


sin z 1 cos ıın 4.J 
P,= z° 


mit | = o= — ,...0.0) 
’ 2 co3r/n —cosz Fh“ 


) A. a. ©, steht im Nenner der Formel für P; statt n?/24 der abgerundete Wert 0,4. Siehe 
auch Müller-Breslau, Ueber exzentrisch gedrückte zegliederte Stäbe und über Knickfestickeit, 
Eisenbau 1911. 
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und bei beliebigem # —= .‚J,A/Jh asymtotisch für großes n 
e.V et ER Me a 

1? L 12 n? o 6 n? o wi 

Formel (7) setzt voraus, daß der (uerstab nur die Länge Ah statt hat und nur 
auf Biegung beansprucht wird, eine bei den meisten Rahmentragwerken zulässige Annahme. 

Formel (4) berücksichtigt auch die Schubspannungen, die im vorliegenden Falle 
einflußreicher sind als die Biegungsspannungen. In Wirklichkeit treten noch andere die 
Knicklast herabsetzende Ursachen hinzu. Es genügt, auf das schon bei niedriger Be | 
lastung beobachtete Gleiten der Niete, auf die Biegungsbeanspruchung der Niete und die 
einseitige Befestigung der Querbleche mit den Gurtungen hinzuweisen. Nur durch Ver- 
suche können strengere Grundlagen für den Einfluß der Formänderungen derartiger Quer | 
verbindungen gewonnen werden. 

Die Entwicklung der Formeln (1) bis (4) stützt sich auf die Näherungsgleichung ') 


’p 

' DZ, De Y ’ “a | 

ENT 3 1 A | 2 Eu 

Es darf also @ nicht beliebig groß sein. Mit der mittleren Druckspannung 9, — P’/2 F | 
und mit J = Fi” wird y 








4 4 


Fh Om 
g m ur . 


E 

Die vielfach zebräuchliche, in die neuen Reichsbahnvorschriften übergegangene 
Regel A<30i liefert z. B. für ein Flußeisen mit der hohen Proportionalitätsgrenze 
op—= 2,4 t/em?”) und E—= 2150 t/cm? die Zahl 9 = 0,5. Selbst für die bei einer so hohen 
Pressung ungewöhnlich weite Bindung A= 60/7 erhält man noch den brauchbaren 
Wert = 1. Das Handbuch »Eisen im Hochbau« des Stahlwerks Verbandes empfiehlt 
für Fachwerkdruckstäbe = 25: : 501. Bei schlanken Stäben und schlanken Gurtungen 
sind wegen der niedrigen Pressungen auch weitere Bindungen zulässig. Die Stützen- 
Tragfestigkeitstafeln des Handbuches »Eisen im Hochbau« bestimmen die Entfernung der 
Bindebleche nach einer Regel, die gleichbedeutend mit der Vorschrift n?E JA? —= 2 P ist 
und p — n/4 liefert. 

In den folgenden Beispielen sind auch weite Bindungen vertreten. 


2. Anwendungen. Erstes Beispiel. Rahmenstab aus zwei J-Eisen NP 30 mit 
F= 58,8 cm’, J= 495 cm‘, ?- VJF= 2,90 cm, h= 24cm, Jı = Fh’/2+2J = 17924 cm‘, 
= 1300 cm, A=65 cm, n = 20. 

Zu jedem Kootenpunkte gehören zwei Bindebleche 20 cm x 1,2 cm mit zusammen 
F, = 48 cm’, J, = 1,2 - 20°/12 1600 em*, A’ = 29,6 em. 

E = 2100 t/cm? (Flußeisen), EJ/A = 246 t. 

Die Nachgiebigkeit der Bindebleche wird zunächst vernachlässigt. Anwendung der 

Formel (6). Aus der Gleichung 


z (cos sı/n — cos z) 1 Fh“ 2 De. 
. = = —— 17,1055 
sinz (1 — cosrr/n [0 1J 
findet man : = 0,6569 und erhält 
P,= ?2- 0,657°- 246 212,3 t. 
Formel (2) liefert 246 
40.5 » 495 | 


17924 "24 
Um den Einfluß der Elastizität der Bindebleche zu schätzen, berechnen wir P, 
nach der für die große Felderzahl 20 gewiß brauchbaren Formel (7), einmal für =» 
dann für ‚Ir Ih — 1,1433. 
% In 4. 
Im ersten Falle erhalten wir wie oben P, = 212t, im zweiten P= 210t. Der Einfluß 
der Nachgiebigkeit der Bindebleche beträgt also nur /P—= 2t. Die Formeln (4) und (5) 


liefern ’ae=0,027 und P= 212 (1 — 0,027)=206t, AP=6t, 


Wird in (4) der verhältnismäßig große Einfluß der Schubspannungen gestrichen und 
h — h' gesetzt, so entsteht 
5Fh 
ke= "".,—=0,008 und P= 212 (1 — 0,008) — 210 t. 
N Fı ! h” 


) A.a. O0, 8.359. - ®) Vielfach wird für Flußeisen nur mit op = 1,9 bis 2.0 t eın gerechnet, 
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Setzt man die Felderzabl auf n = 10 herab, macht man also A = 130 cm = 44,8i, so 
wird EJ/A = 61,5t. Formel (6) liefert dann 
z = 1,250, P= 1921. 


Formel (2) gibt ebenfalls P—= 192 t und (4) (5) liefern 
,e= 0,054, P= 192 (1 — 0,054) = 182t, AP= 10t. 
Mittels (7) findet man, je nach dem man das dritte Glied streicht oder berücksichtigt 
P,=189t oder P=185t, also JP=4t. 
Die Unterschiede zwischen den berechneten Knicklasten sind gering und werden ganz 


belanglos, wenn man sie durch den Sicherheitsgrad (bei schlanken Stäben meistens 4—5) 
dividiert. 





Zweites Beispiel. Die folgende Liste gibt die Knicklasten einer Reihe fluß- 
eiserner Stützen aus zwei Norm. J-Eisen an. Die Abstände e sind so gewählt worden, 
daß die Trägheitsmomente Jı und J, nahezu gleich groß sind. Die mit E = 2100 t/cm’ 


nach (6) und (2) berechneten Knicklasten P, stimmen gut überein. P wurde nach (5) 
bestimmt. 











Profil ’ Bindebleche l a a ee kuaue O9 pyar 
Nr : P5 I '«: I 
mm mm em t { t t em? 
8 28 150xX 325 3 2,069 29,7 29,9 0,045 28,5 1,295 
8 25 150% 325 1 1,668 34,3 34,3 0,032 ar 1,50 
> 28 150% > 25 5 1,385 37,0 36,9 0,026 36 1,64 
10 42 150% 8 325 3 2,218 51.6 52,4 0,070 49 1,815 
10 12 150% 8 25 4 1,822 61,9 62,0 0.053 58.5 2,17 
10 ı2 150%X 8 325 > 1,528 63,0 68,1 0,042 65 2,425 
8 28 150xX 8 600 5 1.385 10,8 10,8 0,014 10,5 0,48 
10 42 150% 8 600 > 1,928 20,0 20,0 0,025 19,5 0,72 
| 2 »D 150%xX 8 600 B 1.405 35.6 35.4 0,030 34,9 1.015 
14 68 150% 8 600 6 1.452 97,8 57.6 0,045 55 1,25 
16 52 160%xX10 500 6 1,558 87,0 86,8 0,046 83 1,75 
18 95 180%X10 600 7 1,422 132 132 0,046 126 2,25 
>) 108 00x10 500 7 1,470 183 183 0,053 174 2,70 
22 120 220%12 600 N 1,3405 264,5 265 0,053 252 3,37 
Da die Proportionalitätsgrenze jedenfalls unter 0 = 2,7 tem” liegt, scheiden die 


beiden letzten Zeilen aus!?). 


Im Taschenbuch »Eisen im Hochbau« des Stahlwerks- Verbandes wurden (auf 
S. 198 und 204) die Tragfäbigkeiten der hier anigeführten Stützen nach der Eulerschen 
Formel berechnet. Für die Stütze aus zwei J-Eisen NP 18 ergibt sich z. B. 
n?.2100 - 2708 156 z 
= — = 31,2 1?). 


© 600* .) 

Da die Stütze aber kein einteiliger Stab ist, sinkt der Sicherheitsgrad bei dieser 
Belastung auf 126/31,2 4, 

Soll die Stütze gleiche Sicherheit gegen Knicken um die Achsen 1 und 2 haben, 


so muß BJ 1— "ae n?EJ 
no = 7) 
A" ß J Jı + | 24 e 
sein; hieraus folgt P 
& Bub 
n/a? (1 — °Iy e) — 0,42 Ja/J 
Für die Stütze aus zwei J-Eisen Nr. 18 erhält man Jı = 1,311 Ja, kh= V2/F(Jı — 2J) 
15,40 cm, also e 116 mm statt 95 mm. Man erreicht hierdurch fünffache Knicksicher- 
heit bei P—= 31,2 1t. 445 


Ich besehränke ınich in dieser Mitteilung auf den elastischen Bereich. An anderer Stelle 
werde ieh über meine in der Versuchsanstalt für Statik der Baukonstruktionen der Technischen Hoch- 
schule Berlin anzestellten Knickversuche mit Rabmenstäben berichten 

2, Im Taschenbuch steht 31,6 t, weil dort mit einem etwas zrößeren E zerechnet wird. 
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Die Ermittlung der Ein- und Ausströmlinien im Diagramm von 
Kolbenmaschinen mit Hilfe eines neuen zeichnerischen Ver- | 
fahrens zur Lösung ihrer Differentialgleichung, N 

Von H. BONIN in Aachen. 


ie Aufgabe, den Druckverlauf im Zylinder einer Kolbenmaschine für die Ein- und - | 
Ausströmung zu bestimmen führt, wie schon bekannt') und wie nachher noch kurz | 





gezeigt werden wird, auf Diiierentialgleichungen von der Form = (x) 9 (y) + Pc). 


Zeichnerische Verfahren zur Auflösung dieser Gleichung sind bekannt, aber sie erweisen 
sich bei der Ausführung infolge der hier vorkommenden Form der obigen Funktionen 
als so zeitraubend, daß sie in der Praxis für unsere Aufgabe nicht in Frage kommen. 
Das im folgenden beschriebene Verfahren, das meines Wissens neu ist, gestattet dagegen 
auf Grund seiner eigenartigen Technik eine so schnelle, saubere und genaue Lösung, 
daß damit die Ermittlung der Ein- und Ausströmlinien auch praktisch möglich ist. 


1. Beschreibung des Verfahrens. Zur Ausführung gehören zwei Blätter, 1 fest- 
liegendes »Unterblatt«e aus undurchsichtigem Papier und 1 bewegliches »Oberblatt« aus 
möglichst dünnem und durchsichtigem Pauspapier. Das ÜÖberblatt bildet die eigentliche 
Zeichenebene, das Unterblatt ein Hilfswerkzeug, welches für mehrere Aufgaben derselben 
Art verwendet werden kann. 

Nachdem man sich über die Maßeinheiten für die Abszissen und ÖOrdinaten ent- 
schieden hat, teilt man auf dem Öberblatt 
(Abb. 1) die Strecke &,— x, für die das 
Integral gesucht wird, in eine Anzahl 
Intervalle, die nicht gleich zu sein 














—JI 6 
brauchen aber natürlich auch, was viel- 
: f . _ 
fach bequem sein wird, gleich gemacht 
werden können. Für <=x, sei mit 1 er 
y=y, der Integrationsanfangspunkt A ge- 
geben. In den einzelnen Intervallen y 
werden nun die Mittelsenkrechten er- ; 
richtet und jede dieser Mittelsenkrechten 
3 


mit einer genügend feinen, gleichen Tei- 
lung z. B. in Millimeter versehen, deren 
Nullpunkt für alle auf der x-Achse liegt. 
Das geschieht am einfachsten dadurch, 
daß man das ganze Feld, welches vor- | IK 
aussichtlich für die gesuchte Integral- I | &|_S| 
kurve in Frage kommt, durch eine Schar Y 


























von in gleichen Abständen folgenden . Tr ; 
wagerechten Linien aufteilt, wobei man Abb. 1 N 
vielleicht jede 5. Linie durch Stricheln, N 
jede 10. durch Strichpunktieren kenn- = Die A Aa > 
zeichnen kann. Dieses Teilungslinien- u 
system kann man sehr schnell und genau Km ZARG2E) nn. 
durch Abpausen von Millimeterpapier er- = en ee 


I 

halten ?). Die so mit einem linearen Maß- ERENTO er 
stab für die gesuchten Werte y ver- e-7” 2 N TG 
sehenen Mittelsenkrechten seien als die RER N ae ee 





y-Skalen $Sı S, 8; usw. bezeichnet. I— rn u”, HE 
), Vergl. z. B. Debye, Zeitschr. ı. V. a ae 
d. I., 1905, S. 1913; Schüle, Technische Ther- aid Bee "8 
modynamik, Bd. II; Stumpf, Die Gleichstrom- Ps FE 
dampfmaschine, 2. Aufl. Pi 5 
?) In Abb. 1 sind aus drucktechnischen a vi 17@ 24594) we 
Gründen die Millimeter - Teillinien fortzelassen r 
worden. + 
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Nun bildet man für die einzelnen Skalenwerte, z.B. y= 0,1, y=0,2, y = 0,3 usw. 
die Funktion Z=y-+- g(y) und trägt auf dem Unterblatt (Abb. 2) die Werte von z in 
der Ordinateneinheit in Form eines senkrechten Maßstabes auf. Er sei genannt die Z- 
Skala. Auf die Vorzeichen ist zu achten. Positive Werte von Z werden nach oben 
aufgetragen. Auf einer um die Abszisseneinheit von der Z-Maßstabsachse nach links 
entfernt liegenden Parallelen trägt man darauf von einem mit dem Nullpunkt der Z-Skala 
auf derselben Höhe liegenden Anfangspunkt die Werte ® (x) für die den einzelnen Mittel- 
senkrechten entsprechenden x-Werte in ÖOrdinateneinheiten gemessen auf, und zwar für 
positive Werte von ® (x) nach unten, für negative nach oben. Von den so gewonnenen 
Punkten werden Strahlen nach dem Nullpunkt des Z/-Maßstabes gezogen, die Tangenten 
ler Neigungswinkel dieser Strahlen sind dann gleich den Werten ® (x). 


Auf diesen Strahlen werden dann durch einen kurzen senkrechten und einen 
längeren wagerechten Strich diejenigen Punkte markiert, die um die Werte 7 Im Abs 


zisseneinheiten gemessen, von der Achse des Z-Maßstabes enfernt sind. Diese Punkte 
seien den Indices der dazugehörigen &-Werte entsprechend bezeichnet mit P,, P,, P; usw. 
Damit sind alle Vorbereitungen zur Zeichnung der gesuchten Integralkurve beendet. Es 
empfiehlt sich, die Striche auf dem Öberblatt in einer’anderen Farbe zu ziehen als auf 
dem Unterblatt, z.B. durchscheinend blau oder rot und tiefschwarz. 


Die Zeichnung der gesuchten Kurve geht nun so vor sich: Man legt Ober- und 
Unterblatt mit einander parallelen Achsrichtungen so aufeinander, daß der Fußpunkt der 
Skala 5; des ÖOberblattes mit dem Punkt Pı des Unterblattes zusammenfällt und nun 
sucht man durch Probieren diejenigen Gerade, die vom Integrationsanfangs- 
punkt ausgehend auf der S,-Skala und der Z-Skala zwei gleichnamige Teil- 
punkte anschneidet. Nach einiger Uebung wird man diese Gerade sehr schnell 
finden. Im Anfang geht man am besten so vor, daß man leicht angedeutet eine Gerade 
durch zwei gleichlautende volle Teilstriche legt, die gerade noch oberhalb des Integrations- 
anfangspunktes vorbeigeht, sodann eine durch die nächsten Skalenpunkte, die gerade 
unter dem Integrationsanfangspunkt vorbeigeht, und dann vom Schnittpunkt dieser beiden 
ersten Probegeraden aus eine Linie durch den Integrationsaniangspunkt legt. Man wird 
natürlich diese Geraden nicht bis zur Z-Skala durchziehen, sondern nur immer innerhalb 
des jeweiligen Intervalles. 


Der Endpunkt der so geiundenen Teilstrecke für das Intervall 1 ist Integrations- 
anfangspunkt für Intervall 2. Man verschiebt nun das Öberblatt so, daß der Fußpunkt 
von 8, auf /%, zu liegen kommt und verfährt wie vorher. 


Auf diese Weise erhält man schließ- 
lich die ganze Kurve aus den einzelnen 











n Teilstrecken. 
Fo; 3 Der Vorteil dieser Technik ist, daß 
/ ” . rn ” ” ” 
7 das eigentliche Zeichenblatt durch keinerlei 
/ Hilfslinien usw. verunziert wird, und daß 
v4 2 man in Zweifelsfällen die Richtigkeit der 
rd S einzelnen Teilstrecken jederzeit leicht prüfen 
Pd ® kann. Abb. ı und 2 stellen die Lösung der 
/ DS i d a+ıx .. ’ 
Fi d Gleichung „- ö Vy-+a'n für drei ge- 
; dx 
% gebene Werte a,b und n dar, und zwar ist 
1 r . 
4 Abb. 1 der Urzeichnung ohne Weglassung 
| | irgend welcher Hilfslinien usw. entnommen. 
I 3 Der Beweis für die Richtigkeit der 
1 z ——— Konstruktion ergibt sich ohne weiteres aus 
> er Ss der Abb. 3. Es ist 
er 
& 7 u | N’ Dr 
oo en Br ‘ 2. un .; 
 , (ui ‚ day Fi) Ar (ze db (; 
LT, na | =) yy) + Pla). 
I3 73 V n tx 
Ze,’ / 
/ En 





Als Anwendungsbeispiele für das be- 
Abb. 3 schriebene Verfahren seien nun die Aufgaben 
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behandelt, für eine gegebene Kolbendampfmaschine den Druckverlauf im Zylinder während 
der Ein- und Ausströmperiode za bestimmen. Da die‘ Entwicklung der Diiierential- 
gleichung hierfür, wie schon erwähnt, bekannt ist, soll sie hier nur kurz angedeutet 
werden. 


2. Anwendung: Bestimmung Br ML 
der Ausströmlinie. Es sei: F der 4 NY 
Kolbenquerschnitt, s der Hub bezw. ı AN 
der Kurbelradius, Vs=s:'F:-s der ’ RU ER 
schädliche Raum, » die minutliche Um- | 
drehungszahl bezw. © — rn die Winkel- | Y 

3 | 4 
geschwindigkeit, f der jeweilige Aus- er 5 NZ 
strömungsquerschnitt, der abhängig ist | Z | 
vom Kurbelwinkel «, 9, % der Dampf- \ // SN| 
zustand im Beginn der Vorausströmung I \ /t ? 
und p» der äußere Gegendruck (Abb. 4). ei /F © 

Das bei einer durch den Kurbel- | U 4 | 
winkel« gekennzeichneten Kolbenstellung | DIN Y Bu 
im Zylinder eingeschlossene Volumen sei | VI rmrt 
ausgedrückt durch Beziehung V=p- Fr. 

Es ist dann, da andererseits bei Vernach 7 Er | 

lässigung der Endlichkeit der Länge der || x £rpension 
Schubstange 
V=Fls:s+r(1—cos«)!, | \ Kompression a 


o=29-+1-—cosa, do = sin ade. | ki ne A 
. .. | | u. EN N . 
Wenn man beim Rückgang des Kolbens « 20.295695 j22 R R 


wieder von 0 aus zu zählen beginnt, —— —— E YY 
muß für den Rückgang (Ausschub) 2 =?) Bun, Same —Aubroum=4 - 
1 + cos« und de — — sin ad«a gesetzt is 
werden. 
Während der Ausströmung herrsche zu einem gewissen Zeitpunkt der Dampfzustand 
im Inneren pı vı; dann gilt für das in einem Zeitelement dt austretende Gewicht oder 


die Gewichtsabnahme: 5 
dGmnf-NagY vd ..222..0 
1 


Hierin bedeutet « den Ausflußkoeffizienten, den man hier als konstant ansehen kann, 





. . ., * pı . . ” . 
p eine Funktion des Druckverhältnisses ; die bis zum sogenannten kritischen Druck- 


p2 
gefälle ansteigt, und von da ab konstant bleibt. 
Je nach der Genauigkeit mit der man rechnen will, bezw. je nach der Größe der 
vorkommenden Druckgefälle kann man für % setzen: 


a) Die genaue Gleichung: 


m -Y n (& in pa! u‘ 
rt — 1 pı vr , 





£ pı u 
mit max = 0,474 von 2 1,53 ab, für n = 1,3, Heißdampf, und Ynax = 0,451 von 
2 
pi ” s 
„= 1,74 ab, für n — 1,135, Sattdampf. 
2 
b) Die angenähert gültige einfache Gleichung: 
|» 
VY» r 
ı) zu es ’ 
pi 
P3 
pı r 2. \ 
Wmax — 0,429 von u 1,65 ab (Gl. b entsteht aus Gl.a für n— 1). 
2 
c) Für sehr geringe Gefälle, bei denen man die Veränderung des spez. Volumens 
. ; ai, Jp . 
bei der Expansion vernachlässigen kann, ı) — V ‚ wo für p dann sowohl pı als ps ge- 
pP 


setzt werden kann. 
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Aus der allgemeinen Gleichung für das im Zylinder befindliche Gewicht @ — Fr: 0: 
ergibt sich die zweite Gleichung für die Gewichtsabnahme 
dG —u F 7 (y, do 4 0 . dyı) R k , - : . (2). 
Aus (1) und (2) folgt: 


/» 
„fV2yV”" wdt=—Forndag+edn 
® 
Für die Zustandsänderung des Dampfes im Inneren des Zylinders kann gesetzt 
werden: pllm.g, pol/m do, 


wobei m abhängig ist vom Wärmeaustausch zwischen Dampf und Wandungen. Schließ- 
da 


lich gilt d!f = 


dv) 


Aus den gegebenen Beziehungen kann man die Schlußdifferentialgleichung entwickeln: 


pı 
din ) 
P2 ] 2gPpo vo 1 fiF pıl -I/m m » sin « 
= — ım-+MH- ' . | ı 
da r-@ pol” l/’m O0 p2 0 
Ppı 
— 1 
r . ) . .. a 
Als neue Variable werde y— In?" eingeführt, V’ " „ wkann dann nach y ent- 
p? P2 
a ey? 
wickelt werden und sei daher als $(y) bezeichnet, oder, 9 (y)—= — V* .Y 
p2 
F sina ,„ . i f r iz 
und m sind Funktionen von «, da 7 US den Steuerungsverbältnissen für jeden 
oO O0 


Winkel « gegeben ist und o als 25, + 1 + cos« definiert wurde. 
Es ist damit die Differentialgleichung gebracht worden auf die Form: 


dy la) yly) + ® (a), 

da 

die nach dem anfangs gegebenen Verfahren integriert werden kann. Die Konstante des 

ersten Gliedes kann zu /(«) oder p(y) geschlagen oder auf beide verteilt werden, je 
nachdem es die Rücksicht auf bequeme Maßverhältnisse der Zeichnung verlangt. 

Sehr vereinfacht wird die Rechnung, wenn man m=— 1 setzen kann, was meist der 


"all sein wird. Dann nimmt die Schlußgleichung die Form an: 


Pr 
adln ’ 
ME “9Pow, FF. En n 
1a r (cd) oO OÖ 
oder auf Briggssche Logarithmen gebracht: 
p 
dlog 
p2 | 29 Po vo f/F sin «a 
ur ae TR "WW + r 
da a3ro O 2,3 0 


Wählt man für % die Gleichung aus b), so ist die Umformung aul die neue 


6. a p r ’ . 
Variable y = log — rechnerisch sehr einfach und man erhält 
P2 


f 
ey | V20.p% " F\; V,\ ‚ sina — für Vorausströmperiode 
da \Ys3 4.» ee J\ 10J/ 2,30 + für Ausschubperiode. 
u nn nn 
f(«) y\y) DP (a) 


Für die Ausströmung von nassem Dampf wird man mit genügender Genauigkeit 
immer die letzte Form zugrunde legen Können. 

Es seien nun in der üblichen Weise die Auslaßsteuerungsverhältnisse einer Dampf- 
maschine durch das Diagramm Abb. 4 oben gegeben, das in Abhängigkeit vom Kurbel- 
winkel die jeweiligen Durchflußquersehnitte (/) des Steuerorganes im Verhältnis zum 
maximalen (/,) anzeigt, wobei gleichzeitig eine fiktive Durchtrittsgeschwindigkeit :© bei 
voller Oeffinung angegeben wird, die durch die Gleichung %.w= F.c, definiert ist 


: . 23 : 2!ro@ 
Cm mittlere Kolbengeschwindigkeit — 


) Hier sei w— 50 m der Steuerung zu- 


T 
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grunde gelegt worden. Der schädliche Raum der Maschine sei S ’,, also e=0,16 + 1 
+ cos@. Ferner sei der Zustand des Dampfes im Augenblicke des Eröffnens mit ps 
— 1 kg’em? — 10000 kg/m und v = 1,46 cbm/kg entsprechend einem Feuchtigkeits- 


gehalt des Dampfes von 15 °/,, und der Außendruck p, zu 0,1 kg/cm’ gegeben, u sei als 
konstant angesehen und zu 0,45 geschätzt. Gewählt werden für die Ordinaten: 1 


2 . RUE 180 En 
100 mm, für die Abszissen 1°= I mm oder die Winkeleinheit I — — 57,3 mm, 


7T 
ferner Intervalle von je 10° bei 135° anfangend. Es sind Tabellen für folgende Werte 
zu bilden: 


9 (y) = == für y — 0,01, 0,02, 0,03 usw. bis y=1, 0 0,16 +13 cos«, 
sin a 1 V2.3 r.@ © 
D («) = und or — ; 
2,3 0 ei V20.poVo r f 
Mn 
7. n/2-50 


> erhält man aus den Angaben des Diagrammes zu er 
U 
Da die so errechneten Werte hier eine etwas zu große Zeichenfläche beanspruchen, 
wird sowohl — als p(y) mit demselben willkürlichen Faktor '/, multipliziert, wodurch 
(a) 
die Diiferentialgleichung an sich nicht geändert wird. Die Funktion Z ergibt sich dann 
Vu 
rn BE : 
zu Z=y er 

Da der Wert p,.vo sich mit p, nur wenig ändert, so kann die für den gegebenen 
Anfangsdruck ausgerechnete Funktion f(«) auch für etwas größere oder kleinere An- 
fangsdrücke eingesetzt wernen und man kann daher mit demselben Unterblatt die Aus- 
strömlinien auch für Anfangsdrücke von z.B. p = 1,2, 0,3 usw. ohne weitere Rechnungen 
nur unter Benutzung eines neuen Integrationsanfangspunktes bestimmen. 

Für das letzte Intervall, kurz vor Schluß der Ausströmung liegt oit wegen des 
kleinen noch offenen Aus- 
strömquerschnittes der ein- 
gangs definierte Punkt P 
des Unterblattes, vergl. 
Abb. 2, weit außerhalb der 
Zeichenebene. Dann ist 
die letzte Teilstrecke pa- 
rallel dem letzten Strahl 
des Unterblattes zu ziehen. 
Wir haben dann schon fast 
reine Kompression, bezw. 
bei Einlaßsteuerungen Ex- 
pansion. 





























Abb. 5 zeigt das | | | 7 | | 
Öberblatt mit der gewon- a a DE Er ; CE MEERE a Da Ch Sala MER Zu ua 5 e 
p2 | #0) 0 0 % 30 50 0 |90| |? 





als /(«). In Abb. 4 unten 3 
sind die daraus leicht zu 
errechnenden Drucke pı, 
ins Druckvolumendiagramm übeıtragen, dargestellt. 


Abb. 5 


Bei den gewählten Verhältnissen lag °' immer über dem kritischen Wert. 
P2 


In solchem Falle kann das Problem auch durch einfache Integration gelöst werden. 
Es wird nämlich für % = konst. 


a 7 
2 v "IF | "sina 
Er V 9PoVo u. W f 4 du -+ ( 


A —- s ag „.da. 
2,3.7.0 ‘N a, € 


Hr U 


Diese Integration bringt z. B. Schüle am angegebenen Ort. Aber nur in beson- 
deren Fällen liegt der zu ermittelnde Druck während des ganzen Verlaufes so hoch, daß 





7 


i 
. 
ä 
} 
. 
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w konstant ist, und sobald das kritische Gefälle unterschritten wird, muß man dann doch 
zu irgend einer Lösung der ursprünglichen Differentialgleichung greifen, so daß es prak- 
tischer erscheint, von vornherein die neue allgemeine Lösung anzuwenden, die im übrigen 
nicht zeitranbender ist als die Integration. Ich habe, um die Genauigkeit des hier ange- 
gebenen Verfahrens zu prüfen, das obige Beispiel, bei dem sich w als dauernd konstant 
ergab, auf beide Weisen ausgerechnet und eine außerordentliche gute Uebereinstimmung 
eefunden. 


3. Einströmlinie. Für die Dampfeinströmung mögen bedeuten: pı, vı die mehr 
oder minder konstanten Zustandsgrößen im Ventilkasten, 9, vs die zu bestimmenden ver- 
änderlichen Verhältnisse im Zylinder. Der Zustand des Dampfes im Zylinder hängt ein- 
mal ab von den vereinigten Drossel- und Expansionswirkungen, dann aber und zwar 
wesentlich von der Abkühlung des Dampfes an den Wänden. Man !kann ansetzen: 
pa vg = Öpı ©, wobei [ vielleicht als Funktion von o durch Versuche ermittelt werden 
könnte. Da bei vielen Einlaßsteuerungen auf den Eröfinungsquerschnitt noch ein län- 
gerer Kanal zum Zylinder folgt, muß die Ausflußzahl « nach dem Bordaschen Prinzip 
im allgemeinen als Funktion des Verhältnisses von Oefinungsquerschnitt zu Kanalquer- 
schnitt gesetzt werden. Ich verweise dazu auf die Arbeiten von Schüle, wo diese Ver- 
hältnisse genauer diskutiert sind. Für sehr gute moderne Ventilmaschinen aber, z. B. 
Gleichstrommaschinen, bei denen wegen Kleinhaltung der Abkühlungsflächen und wegen 
besonders sorgfältiger Dampfstromführung sich « und [ dem Werte 1 nähern, kann man 
beide als konstant betrachten, und für die Ermittlung des Druckverlaufes während der 
Einströmperiode bezw. des durch die Steuerung verursachten I)rosselverlustes das neue 
graphische Verfahren anwenden. Abgesehen von der Bedeutung von pı und p» und den 
Vorzeichen, sind die Grund-Gleichungen denen für den Auslaß ganz analog. nämlich 


f /p Bar 
dG = ufV2g y- Ne Ti 5 
Ei 
G F.r.0.Ys, dG +F.r(nde+odyp) . : . . (2). 
: “ Pp2 da ’ : : 
Mit 9% —& >. ‚doe= «da«a,sin«@ ergibt sich 
Pı ’; (N 
2 fy 
d log J 2 V 
pı u F Ben 1 U sin « 
da I 2,3ro® 0 Ppa/pı 230 
9 en r 
(« »\ De) 
f(«) 1(10g”‘) | 
pı 
Wenn die Winkel während der Voreinströmung als negativ —12° —10° usw. ge- 


zählt werden, ergibt sich hier die Umkehr des Vorzeichens des letzten Gliedes selbsttätig. 


| pı 
In 
.. .. . . 7, » .. ) “ 
Wählt man für ® wieder die Form w — ”? und führt man y—log”? ein, 
p2 Ppı pı 
so wird 
. u V: g Ppı?ı N 
Y N ‘“ sına .. » ». .. 
— V23V/— Bu für unterkritisches Gefälle y_> — 0,2182, 
da L 2B35ro® O 2: o 
4 V2gp vi 
d Y [2 F 0, 129 sin a .. .. .,* . ’ 
bezw. = — _ für überkritisches Gefälle y < — 0,2182. 
de a 23ro 0 10° 2,3 0 


Die beiden angegebenen Funktionen von y gehen natürlich beim kritischen Druck- 
gefälle stetir ineinander über. 

Man kann hier eine noch einfachere Form der rechten Seite der Gleichung er- 
halten, wenn man unter Benutzung der Beziehung deo=sin«@da x an Stelle von « als 
unabhängige Variable logo einführt. Man erhält dann 


dy 2: ’ F 
na 7 YVa,3 V—y— ı für unterkritisches Gefälle, 


dx & ro sin a 


day u V2gmr FfIF 0,429 ae re 3“ . 
— u —_R [I _— — ] fiir überkritisches Gefälle. 


day « ro sina 10° 
f(@) y(y) 
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Auf dem Unterblatt ist dann nur ein Strahl unter 45° zu ziehen. Immerhin ist die 


Ausrechnung der Funktion so einfach, daß man im allgemeinen die übersichtlichere 


230 


Darstellung mit « als unabhängiger Variablen trotz der kleinen Mehrarbeit vor- 
ziehen wird. 

Als Beispiel ‘ist in Abb. 6 der Verlauf 
der Einströmungslinie für eine Ventilmaschine t | 





von folgenden Abmessungen ermittelt worden: 
Hub 600 mm, Zylinderdurchmesser 450 mm, | — | 
minutl. Umlaufzahl 175, s = 0,03. Das Ein- | | | 
strömorgan sei ein Doppelsitzventil von 160 mm | \ | 

Dmr., die Ventilerhebungen seien als Funktion T TT 

von & in natürlicher Größe gegeben (vergl. | 
Abb. 6, Mitte). Ferner sei der Dampfzustand | || 
im Ventilkasten, pı = 13 at abs., cı = 0,156 
cbm/kg. Der Kompressionsenddruck betrage 








‘ 


9 at abs sei geschätzt zu 0,5. 


Wenn infolge genügender Voreinströ- | 
mung im Totpunkt Druckausgleich zwischen | 
Ventilkasten und Zylinderinnerem stattgefunden Y || 
hat, ist im allgemeinen der Druckabfall wäh- 
rend des ersten Teiles des Arbeitshubes so = 
klein, daß das spezifische Gewicht des ==7l-ı 
Dampfes hierfür als konstant angesehen Ventilerhebung +39? 
werden kann. Dann kann man die einfache | TTPrPPERELTT 
Kontinuitätsgleichung für Flüssigkeiten an- EFT TTTITTIErTrT: 
setzen: 


| 
| 
| 
| 
| 
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y y ” 
ufw=6\Frosina, 








= GERN a + + Ni —t + 
| | | 
+ 
N 





worin w die bei konstantem y im Steuerungs- 

querschnitt sich ergebende Geschwindigkeit ist Abb. 6 
und der dazu gehörige Druckabfall ergibt sich 

aus der Beziehung 


u ’ 


Ip uw“ JISp 1° € Frowsin af 
oder 
Y g p 29 Ppı vi 


“ fV2apı ) 


Man darf diese angenäherte Gleichung anwenden bis zu einem Werte ?oo2vH. 


p 
Dem entspricht, da bei normalen Maschinen der Wert V2y po to in der Nähe von 600 
liegt, ein w = 90 m/sk. Das ist die Geschwindigkeit, die bei Entwürfen und zur Beur- 


teilung von Steuerungen vielfach in der Weise benutzt wird, daß man über der wirk- 
lichen Ventilerhebungskurve die Ventilerhebungen aufträgt, bei denen sie konstant in jeder 
Kurbelstellung herrschen würde (sogenannte Drosselkurve). 


% a ER JIp ) 2. r AR 
Da für kleine Druckverhältnisse “’ In = — In”? ist, so wird für den Anfang 
p p2 pı 
der Einströmlinie 
99 1 tt F rosina\“ 
yalgm__ (IF roman: 
Ppı 2,3 du 4 V2opı vı / 


Der letzte Wert von y, den man auf diese vereinfachte Art noch berechnen darf, 
bildet dann den Integrationsanfangspunkt für die oben beschriebene Konstruktion. 


Als besonders wertvoll erweist sich das beschriebene Verfahren dann, wenn nicht 
nur eine gegebene Ventilerhebungskurve untersucht werden soll, sondern aus einer ganzen 
Schar : von möglichen Ventilerhebungskurven die günstigste herausgesucht werden soll, 
dann hat man jedesmal nur die Funktion f(«) neu zu berechnen, und die Punkte P 
des Unterblattes entsprechend neu einzutragen. Alles übrige braucht nur einmal be- 
rechnet, bezw. aufgetragen zu werden und man kann auf demselben Überblatt 
bequem alle zu den verschiedenen Ventilerhebungslinien gehörenden Einströmungskurven 
zeichnen. 368 


383 
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Die Konstruktionsmotive der Sparprämienanleihe von 1918. 
Von FELIX BERNSTEIN in Göttingen. 


Immerhin gibt es auch auf diesem Gebiete einige beachtenswerte Literatur. So hat 

Oettinger in einer Schrift: »Theorie der L,otterieanleihen nebst einer Methode, 
den Wert eines Kapitals bei verschiedenem Zinsfuße und den sich hieraus ergebenden 
Kurs zu bestimmen mit Rücksicht auf die großherzoglich badischen Staatsanleihen«, 
Freiburg 1843, eine bemerkenswerte Theorie der Lotterieanleihen entwickelt. Er ist auch 
in seinem Buche: »Weitere Ausführungen der politischen Arithmetik, Greifswald 1863«, 
nochmals systematisch auf den Gegenstand zurückgekommen. Eine hübsche Darstellung 
verschiedener Punkte hat A. Loewy in seinem bekannten Buche: »Die Mathematik des Geld- 
und Zahlungsverkehrs« (1920) gegeben. Die nachfolgende unter meiner Leitung entstandenen 
Arbeit von IH. Ulmer gibt die mathematische Theorie der deutschen Sparprämienanleihe 
1919 und es ist wohl von Interesse, die besonderen Bedingungen, welche für die Auflegung 
dieser Anleihe maßgebend waren, mit denen früherer Anleihen zu vergleichen, um klar- 
zustellen, welche Aufgabe zu lösen war und was daraus als nützlich für zukünftige Fälle 
angesehen werden kann. 


DD" Anleihewesen gehört zu dem seltener behandelten Teil der Finanzmathematik. 


Wie ich in einem Artikel in der Zeitschrift »Das neue Reich«, Jahrg. 1, Heft 30, 
Berlin, 1. Nov. 1919, »Prämienanleihen in alter und neuer Zeit« ausgeführt habe, sind 
Prämienanleihen die Vorgänger und Schrittmacher der festverzinslichen Anleihen gewesen. 
Sie haben für die Kapitalbeschafiung der Eisenbahnbauten in Europa, welche in der 
Hauptsache durch das Bankhaus Rothschild bewirkt wurden, eine große historische Be- 
deutung gehabt, deren Höhepunkt jedoch in der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts 
sichtlich überschritten war. Aus den 80er Jahren sind nur noch die belgischen Kongo- 
Lose als bemerkenswerte Neuausgabe zu ähnlichen Zwecken zu nennen. Den Gedanken, 
wiederum eine Prämienanleihe aufzulegen, fand der Verfasser bereits in der Form eines 
Beschlusses der Nationalversammlung, als er mit der Konstruktion einer solchen vom 
Reichsfinanzminister beauftragt wurde. 


Unter den von verschiedenen Seiten eingereichten Plänen erweckte der des Bankiers 
Lazar Landau, der mit dem Plan der Kongolose eine sehr große Aehnlichkeit hatte, 
die Aufmerksamkeit des Verfassers und lenkte sie auf die Vorteile eines unverzinslichen 
Typus hin. Vorher hatte der Verfasser einen Plan konstruiert, der eine Mischung des 
verzinslichen und unverzinslichen Typus darstellte, während der eben genannte Plan, 
wie die tatsächlich herausgekommene Sparprämienanleihe, keine Kupons, sondern 
den einfachen Zinsenzuschlag bis zur Auslosung vorsah. Die Vorzüge einer kuporn- 
losen Anleihe bestehen zunächst darin, daß die Stücke sehr schnell fertiggestellt werden 
können, daß die Verwaltungsarbeit, besonders wenn die Anleihe in kleinere Stücke 
gestückelt wird, erheblich geringer ist und auch darin, daß in normalen Zeiten der Kurs 
einer solchen Anleihe leicht hochgehalten werden kann, wodurch die Ausgabe neuer Staats- 
anleihen sehr erleiehtert wird. Diesen unleugbaren Vorteilen des Typus steht als Nach- 
teil gegenüber, daß infolge des Fehlens jährlicher Zinsen sich die Anleiheform nicht dafür 
eignet, Kapitalien mittleren Umfangs, von denen Zinsen erwartet werden, darin anzulegen. 
Bei großen Kapitalien gleicht sich der Nachteil durch die mit gewisser Regelmäßigkeit 
zu erwartenden Auslosungen wiederum aus. 

In der Situation des Jahres 1919 mußte nach den vielen vorangegangenen Kriegs- 
anleihen und in der Stimmung der Niederlage noch unter der Herrschaft des Waiien- 
stillstandes sorgfältig abgewogen werden, in welcher Form der schon stark erschöpfte 
Kapitalmarkt noch zugänglich sein würde. Auf die kleinen Zeichner der Kriegsanleihen 
glaubte man nach den wachsenden Erfolgen um so mehr rechnen zu können, als diese 
bei der sozialen Umschichtung durch die Revolution zunächst nicht benachteiligt worden 
waren. Andererseits war sich der Verfasser darüber im Klaren, daß ohne eine Beteiligung 
des Großkapitals, dessen Gelder bis zu einem gewissen Grade unbeschäftigt waren, ein 
bedeutender Anleiheerfolg nicht zu erzielen war. Das Großkapital freilich stellte seine 
Bedingungen, die in der Richtung gingen, daß das damals besonders gefürchtete Notopfer 
durch Vergünstigungen bei der Zeichnung einer aufzulegenden Anleihe gemildert würde. 
Der Verfasser konstruierte in dieser Sitaa'ion zwei Anleihen, welche für die beiden ver- 
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schiedenen Kapitalkreise geeignet schienen, die genannten Steuererleichterungen enthielten 
und zugleich aufgelegt werden sollten. Die Ablehnung der Steuererleichterungen hin- 
sichtlich des Notopfers schufen dann eine neue Lage, in der Steuererleichterungen hin- 
sichtlich der Erbschaftssteuer, zu denen sich der Reichsfinanzminister eher entschließen 
wollte, eine Hauptrolle spielten. Schließlich wurden dann wiederum zwei Projekte vor- 
gelegt, jedoch aus taktischen Gründen beschlossen, zunächst die zinslose Anleihe für den 
Kleinkapitalisten aufzulegen, nachdem es dem Verfasser gelungen war, diesen Typus so 
umzugestalten, daß eine feste Kursentwicklung und damit Realisierbarkeit zu jeder Zeit 
ermöglicht schien. Der neue Gedanke, dessen mathematische Durchführbarkeit keineswegs 
vorauszusehen war, war der Gedanke der Kündbarkeit zu bestimmten steigenden Kursen. 
(Von einem gewissen Zeitpunkte an.) 

Die mathematisch tiefer liegenden Entwicklungen, mit denen die Möglichkeit dieses 
Typus begründet werden kann und neue Typen dieser Art zu gewinnen sind, bilden den 
(regenstand der anschließenden Veröfentlichung von H. Ulmer. 


Der weitere Gang der Dinge war nun der, daß durch das lange Hin und Her in- 
folge der verschiedenen Interessenkämpfe der günstige Zeitpunkt der Auflegung der An- 
leihe, nämlich der Spätsommer, verpaßt war, und daß die Anleihe erst im November zur 
Zeichnung kam, wo infolge einer Häufung ungünstiger Umstände die Stimmung erheblich 
gesunken war. Ich zähle nur auf: den ersten großen Valutasturz, die vollständige Still- 
legung des Eisenbahnverkehrs in ganz Deutschland, die Auslieferung der gesamten Handels- 
flotte und der Baggerschifie, die Auslieferungsforderung der deutschen Heerführer und 
ähnliches mehr. Trotzdem gelang es, die schwere Depression durch eine außerordentlich 
rührige Anleihepropaganda unter Leitung von Dr. Driesen und Dr. Schippel bis zu 
einem gewissen Punkte zu überwinden, als die Steuerabteilung des Reichsfinanzministeriums 
unter Leitung von Staatssekretär Dr. Mösle durch Bekanntgabe ungeheuerlicher Sätze 
der Einkommensteuer dem Zeichnungswillen den unvorhergesehenen Todesstoß versetzte. 
Die Industrie beantwortete diesen erneuten Schlag sofort mit einer Fernhaltung vom För- 
derungsausschuß. Trotz dieser Umstände hat die Anleihe einen Zeichnungserfolg von 
3,6 Milliarden gehabt, was nach damaligem Goldwerte immer noch etwa 360 Goldmillionen 
bedeutet, während die darauf folgende Staatsanleihe, die Dollaranleihe, während des Ruhr- 
einbruches, die mit nur 50 Millionen Dollar aufgelegt war, bekanntlich nicht einmal 
dieses Zeichnungsresultat erbracht hat. Von der Auflegung der gleichzeitig geplanten ver- 
zinslichen Anleihe mußte infolge der wachsenden Opposition der kapitalbesitzenden Kreise 
gegen die Finanzpolitik des Reichsfinanzministers Erzberger abgesehen werden. Es resul- 
tiert als bleibende Eriahrung, daß Steuern und Anleihen in erheblichem Batrage nicht 
gleichzeitig erfolgreich sein können. 


Prämienanleihen sind im ganzen als ein veralteter Typ des Anleihewesens an- 
zusehen. Der Gesichtspunkt jedoch, von dem ich mir noch einmal die Auflegung einer 
Anleihe dieser Art vorstellen könnte, ist allein der, daß es in der Tat möglich ist und 
mit Prämienanleihen besonders leicht möglich ist, die Lasten der Verzinsung zu 
mindern und von der Gegenwart auf die Zukunft zu verschieben. So ver- 
werflich das letztere im allgemeinen erscheinen würde, so kann es unter besonderen Um- 
ständen, wie sie heute obwalten, nicht für ganz unberechtigt erklärt werden. Die Lasten 
der Verzinsung der Sparprämienanleihe sind übrigens in den ersten zehn Jahren für den 
Staat wirklich außerordentlich gering, und es wäre das bei keinem anderen Änleihetypus 
erreichbar. Obgleich daher mit dem ungeheuren Intlationsbetrug der innere Staatskredit 
des Deutschen Reiches auf längere Zeit zu sehr ersehüttert scheint, als daß man auf 
größere Anleiheerfolge aus eigener Kraft rechnen darf, wird doch wohl später bei Auf- 
legung neuer Änleihen im Inlande zur Erleichterung der Reparationslasten auf ein irgend: 
wie ähnliches Prinzip zurückgegriffen werden müssen. 


Die Konstruktionsmotive der Anleihe hier im einzelnen auseinanderzusetzen, dürfte 
sich nach der folgenden Darlegung der systematischen Theorie erübrigen. Es dürfte aus 
derselben klar werden, wie genau zusammenhängend alle Einzeleinrichtungen der Anleihe 
sind und wie sie sämtlich aus der einen Grundforderung der Rückzahlbarkeit zwangläufig 
folgen. Das gilt insbesondere auch für die Einrichtung des sogenannten Bonus, dessen 
Zweck meistens nicht verstanden worden ist. Bemerken möchte ich übrigens noch, daß 
Anleihen der vorliegenden Art für Großkapitalien eine regelmäßige Verzinsung geben, so 
daß eine Versicherungsgesellschaft einen Teil der Prämienreserven in Sparprämienanleihen 
angelegt hat, eine Tatsache, die für die Folge zu beachten bleibt. 3864 
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Ausführung der mathematischen Theorie 


der Sparprämienanleihe. 
Von H. ULMER in Berlin. ') 


\us dem Institut für mathematische Statistik der Universität Göttingen, Prof. Bernstein.) 


ie vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung einer Anregung von Hrn. Prof. 

Dr. F. Bernstein in Göttingen, der im Auftrage des Reichsfinanzministeriums im 

Herbst 1919 den mathematischen Plan der Deutschen Spar-Prämienanleihe 1919 
ausgearbeitet hat. Die Änleihe ist von dem Tvp der zinsenlosen Anleihen; das neue 
jedoch ist, daß sie, um ihr den Charakter einer bestimmten Sparanlage zu erteilen, mit 
einem Kündigungsrecht ausgestattet ist, das dem Besitzer erlaubt, vom 20. Jahre an bis 
zum Schluß der Anleihe jedes Jabr einen bestimmten Betrag gegen Kündigung des 
Stückes zurückzuerhalten. Diese neue Einrichtung war nur möglich, wenn die Anleihe 
durch Wahl von Gewinnverteilung und Tilgungsordnung so konstruiert wurde, daß die 
Kündigung zu bestimmten Beträgen und Fristen nicht zum Nachteil des Staats aus- 
schlagen konnte. Das bedingte die Lösung einer mathematischen Aufgabe, die in der 
Auffindung dieser Gewinn- und Tilgungsordnung bestand. Die von Hrn. Bernstein 
gefundene, überaus einfache Lösung wurde teils durch mathematische Ueberlegungen, 
teils durch Probieren ermittelt, worüber nichts veröflentlieht worden ist. Hr. Bernstein 
stellte mir die Aufgabe, nachträglich auf rein mathematischem Wege, die Lösung des 
Problems zu finden. Diese Aufgabe ist im Folgenden behandelt und es ist eine Methode 


eefunden worden, mit welcher die Lösung solcher und ähnlicher Aufgaben systematisch 
durchgeführt werden kann. 


1. Der Anleiheplan. Die für das Folgende wichtigsten Daten seien hier zu- 
sammengestellt: 


I. Die Höhe der Anleihe betiägt 5 Milliarden Mark, zurückzahlbar innerhalb von 


80 Jahren laut Tilgungsplan. (3 Milliarden während der ersten 40 Jahre und 2 Milliarden 
während der letzten 40 Jahre.) 

2. Die Anleihe wird in 5 Millionen Stück zu 1000 # ausgegeben. Sie ist in 
5 Reihen, die mit Lit. A, B, C. D, E bezeichnet sind, eingeteilt. 

3. Die Gewinnverlosungen finden zweimal jährlich statt. Bei jeder Gewinnver- 
losung werden für jede Reihe 500 Gewinne mit einem jedesmaligen Gesamtbetrag von 
5 Millionen Mark gezogen. Außerdem finden einmal jährlich Tilgungsziehungen gemäß 
dem folgenden Tilgungsplan statt. 


Tilgungsplan. 
Es werden amorti- jährlich insgesamt 
siert in den Jahren in Millionen Mark 
I bis 10 . ER ER 50 500 
FR a 75 750 
u me 100 1000 
BU 75 750 
41 » 80 are 55 D0 2U00 


zusammen 5000 


Auf jedes zweite getilgte Los entfällt ein mit den Jahren wachsender Bonus. 
Dieser beträgt für je 1000 .4 Nennwert in den Jahren 


1 bis 30 . ee A Fr 
Be a tn ar Vi 
Br Ze ee a 4000 


Die Gesamtzahl der Auslosungen von Gewinn und Bonus beträgt somit 
d. h. 55 vH der Zahl der Lose. 

4. Ein mit einer Gewinnprämie gezogenes Prämienlos nimmt auch ferner an den 
Gewinnziehungen bis zu seiner eigenen Tilrungslosung teil. Die Auszahlung der Ge- 
winnprämien erfolgt unter Abzug von 10 vH. 


2YI0U0VOVV, 


1 


Verkürzte Wiedergabe einer von der Göttinger philosophischen Fakultät angenommenen 
Doktorarbeit, Referent Prof. Dr, F. Bernstein, 
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5. Die Rückzahlung der Stücke von 1000 A erfolgt bei der Tilgung zum Nenn- 
wert, mit einem Zuschlag, der für jedes seit der Auflegung der Anleihe verflossene Jahr 
50 ,# beträgt. Die Auszahlung des Bonus, der auf ein getilgtes Stück gefallen ist, kommt 
zu der Tilgungsauszahlung des Stückes ohne Abzug hinzu. Vom Beginn des 20. Jahres 
ab steht dem Besitzer des Stückes das Recht zu, die Rückzahlung desselben bei Inne- 
haltung der Kündigungsfrist von einem Jahre zum Tilgungswerte, d. h. zum Nennwert 
einschließlich der zustehenden jährlichen Zuschläge von 50 «# für jedes verflossene Jahr 
unter Äbzug von 10 vH zu verlangen. 


2. Die mathematische Aufgabe. Die vorliegende Anleihe stellt, wie jede 
amortisierbare, im Grunde genommen einen Wechsel dar, den der Staat zur sofortigen 
Geldbeschaffung ausgestellt hat und den er nach einer bestimmten, möglichst langen Zeit 
einzulösen sich verpflichtet hat. Naturgemäß wird es sein Bestreben sein, die Ausgabe- 
bedingungen so zu gestalten, daß das Interesse der Zeichner dahin gelenkt wird, die ge- 
zeichneten Stücke möglichst lange zu behalten, im Hinblick auf gewisse finanzielle Vor 
teile, anstatt von dem Kündigungsrecht, das ihnen nach Ablauf einer bestimmten Frist 
eingeräumt wird, Gebrauch zu machen. Der innere Wert eines Stückes soll also 
vom Zeitpunkt der Kündigungsmöglichkeit an nicht kleiner als der hück- 
zahlungswert des Stückes bei Kündigung seln. 

Der erstere, den man auch den Mathematischen Kurswert eines Stückes zu einem 
beliebigen Termin ? nennt (0<t< T, wo T den Zeitpunkt des Ablaufs der Anleihe be- 
zeichnet), wird folgendermaßen berechnet. Es bestehen die Barleistungen des Staats aus 

a) der Tilgungssumme, d. h. aus der Zahl der jährlich zu tilgenden Stücke mul- 
tipliziert mit der Höhe des Tilgungsbetrages. Bezeichnen wir also mit /(n) die Zahl der 
jährlich zu tilgenden Stücke, die wir auch der Kürze halber einfach » Verteilungs 
funktion« nennen wollen, ferner mit «a den Nennwert eines Stückes, mit b den Tilgungs- 
zuschlag und schließlich mit n die Zahl der Jahre vom Beginn der Anleihe an, so ist 
die Tilgupgssumme = (a + bn)f(n), 


b) dem Bonus 2P(nr), entfallend auf die halbe Zahl der getilgten Stücke, 


c) der Gewinnsumme (', die in jedem Jahre, und zwar von konstanter Höhe, aus- 
zuzahlen ist. 


Die Barleistungen sind also in jedem Jahre 


U —+ la bn -4 >(n)]/ N), 
Beziehen wir hier jeden Summanden auf den Zwischentermin /, wobei wir I+ı?=v 
setzen ’ bedeutet die Zinsen der Einheit — und beachten, daß die Zahl der zur Zeit 
ni 7 
noch vorhandenen Stücke = 2 f(n) ist, so ergibt sich für den Mathematischen Kurswert 


eines Stückes am Ende des Jahres / der Ausdruck 


w / n 
2 CC 2, ı+bn + Jin) ’ Hi V® 


14 


\ / } 
_— N) 


a 

Der Wert eines Stückes zur Zeit £ im Falle der Kündigung ist gemäß Ziffer 5 des 
Anleiheplans eine lineare Funktion der Zeit und, wenn wir den 10-prozentigen Abzug 
durch Multiplikation des Stückwertes mit e 9/10 zum Ausdruck bringen, zu setzen 
gleich c(a + bt), so daß wir unter Berücksichtigung der Bedingung, daß der innere Wert 
eines Stückes nicht kleiner als der Wert bei Kündigung sein soll, die Ungleichung 
erhalten 


a 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, /(n) hieraus zu bestimmen, wobei wir für 
C, a, b, v, e die Werte bei der Sparprämienanleihe einsetzen und auch für # (n) eine 
Annahme machen, welche der der Anleihe zugrunde liegenden Bonusfunktion entspricht. 
Bezüglich v=v(C, a,c, ß, T) bemerken wir, daß sein Wert gemäß der Forderung be 
stimmt wurde, daß der Mathematische Kurswert am Anfange des ersten ‚Jahres gleich 


| 
| 
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1000 «# sein sollte. Der Wert der Anleihe ist zur Zeit der Ausgabe zu pari angenommen, 
obgleich nach den KEmissionsbedingungen zur Hälfte Kriegsanleihe eingezahlt werden 
mußten, so daß vom Standpunkt des Zeichners die Anleihe unter pari, vom Standpunkt 
des Staates als pari angesehen werden konnte. Somit ergab sich zur Bestimmung von v 
die Gleichung 


) 


2 {C+[a+bn + Bm) fer = X fin), 


wobei für f(n) die durch Probieren gefundenen Werte eingesetzt wurden. Schreiben wir 


| i . = 5 
= und bezeichnen die Werte der geschweiften Klammer der linken Seite für 
e 
n —= 1,2, .... 80 der Reihe nach mit A,, As, ... Aso und die Werte der Sammanden auf 
der rechten Seite mit Bi, Ba, .... Bso, so lautet die Gleichung 
An X” +... +4 x —(Bı +...+ Bo) = 0 


Da die A;>0 und somit der Wert der linken 








re T Seite dieser Gleichung monoton fällt, wenn ® das Inter- 
PAR u DE Fa vall 0 bis © durchläuft, so erkennt man, daß die Glei- 

chung eine und nur eine positive Wurzel hat, falls die 
000 linke Seite für © = 0 negativ is. Die Rechnung ergab 
lLyopo — für vo den Wert v + 2= 1,0445. Die Konstanten (, a, b 


haben auf Grund der Ziffern 3 bis 5 des Anleiheplanes 
bezw. die Werte 9 - 10° M, 1000 M, 50.4; c=0,9. Der 
2000 — vu a Verlauf der Bonusfunktion wird nach Ziffer 3 des Planes 


An 
3000 








durch die unstetige Kurve der Abb. 1 dargestellt, in der 


+NNN 











mn 





27 1 i 2 1.25 die Einheiten der f-Achse das Jahr und die der -Achse 
Bu ER ie —” die Mark sind. Da wir bei unseren Rechnungen eine 
RE stetige Funktion als Bonusfunktion haben müssen, machen 

Abb. 1 wir für diese den Ansatz „= Pt’, wobei wir also die 


Treppenlinie durch eine Parabel, die in der Abbildung 
eingetragen ist, zu approximieren suchen. Wir erreichen dies und gelangen zu einer 
Bestimmungsgleichung für 5, indem wir nach der bekannten Methode der kleinsten Qua- 
drate die Forderung aujistellen, daß 


30 10 N) 


(y 1000 )?dt y— 2000)’dt + I(y — 4000)’dt = Min. 
v 30 {0 


) 


sein soll. Diflerentiieren wir die linke Seite nach 5 und setzen die Ableitung gleich 0, 


oO 
so ergibt sich 5 = 1,05. 


In (Il) kann nicht ausnahmslos das Gleichheitszeichen gelten; denn wäre dies der 
Fall, so müßte für / E 


O+(a+bT+5T’)f(T)=cla+bT)f(T) 
und f(T) wäre demnach <[0. Also gibt es sicher Werte von £, für die in (T) das 
Zeichen > steht. Um eine mathematische Lösung angeben zu können, bezeichnen wir 


in (I) die Differenz der rechten von der linken Seite mit 7: dann ist R eine nicht iden- 
tisch verschwindende, nicht negative Funktion von ?, die vorläufig noch willkürlich ist 
und die natürlich die Lösung wesentlich beeinflußt. Wir werden uns also mit der fol- 
genden Funktionalgleichung zu beschäftigen haben 


/ /4\ t 
= cla+bt) + Ritt) . ».. (D, 


\ 


5 n/’dn 


wobei wir noch zur einfacheren rechnerischen Behandlung die Summen durch Integrale 
ersetzt haben; von der Funktion / verlangen wir, daß sie integrierbar ist. Die Gl. (Il) 
fällt unter die Klasse der Volterraschen Integralgleichungen. 
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3. Lösung der Aufgabe. Die Lösung des Problems läßt sich, ohne daß auf 
die allgemeine Theorie zurückgegriffen wird, geschlossen folgendermaßen angeben. 
Setzt man 9 @J)=a+bxz+Px’, pla)=cla+bx)+R(e), y=f(x), so ist nach (] 


J } 
‘ i 


IIC+9: c)y\v’de=vu'g(t)jydx (0<t<T) sch 


Daraus folgt durch Differentiation nach ? 


7 
E C+galt)y 3(t)y 
ydı-= > . (2). 
gsvpaW—g; 
Durch die Substitution . 
Ju x=:= F(t) 
t 
geht diese Gleichung über in 
t)lge— ga’ (l) C 
zZ — = - 2 z + — ( ; (3). 
ER EuE FA gs 0 — pa (t 


Wir haben also eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung für das Integral 
über die gesuchte Funktion y = f(f); wir könnten übrigens durch nochmalige Difieren 
tiation nach ? aus (2) eine Differentialgleichung für y selbst ableiten; darin wären aber 
die Koeffizienten von y und y kompliziertere Ausdrücke. Olfenbar bekommt man die- 
selbe Gl. (3) auch dann, wenn die Funktionen 95 und 9%; nicht die oben angegebene 
spezielle Bedeutung haben. Schreibt man für (3) kurz 


« +Az: +B=0 ... a, ' 
worin s @)lgv — ga («) | © 
A(k)= — y. 7 und B(x) = 
g3 (2) — 92 (m) y3 (2) — ya (x 
so ist I I 
[A r) l(x) / — j4 U !(v) 
 \ B(x) e dce+K EL 5). 


f - 


Bevor wir die Lösung diskutieren, schalten wir eine Bemerkung über (ft) ein 


Aus (I) fo'gt 


, 


C+(a+bT+PBTY)f(T)=[cla+bT)+K(NM]f(T). 
Damit also (7) = 0 ist, muß 
R(T)+cla+bT) —- (a+bT+$ TN)>0 
sein. Also ist 
R(T,>a+bT+B T?— cla+-bT). a z (6 


Berücksichtigen wir dies und beachten ferner, daß der Mathematische Kurswert zweck- 
mäßig erst in späteren Jahren stärker von dem Kündigungswert abweicht, so erzielen 
wir das hinsichtlich der Rechnung am einfachsten, wenn wir R(t) = At" setzen, wo 4 
klein und n groß ist, sodaß AR sieh nur für größere Werte von ? bemerkbar macht. Wir 
wählen im Folgenden 4 ='!/,» und n=3; bei diesen Werten erfüllt A(?) die Un- 
gleichung (6). 

Die Differentialgl. (3) hat als singuläre Pankte die Wurzeln von 93 (x) - (x) = 0: 
dies sind Verzweigungspunkte von 2. Es besteht nun der folgende für unser Problem 
charakteristische Satz: In der Differentialgl. (3) tritt stets ein singulärer Punkt im Intervall 
0o<t<ZT auf, auch bei beliebigen (analytischen) /? (f), wenn nur die Bedingung 77" 0 
festgehalten wird. 

Da nämlich der Nenner des Koeffizienten von z in 5 lautet: 


Ri) — Pt? — (1 — c)bt — (1 —ce)a=hft) 
so ist A(0) = — (1 — ec): a<0; ferner ist A(T)-f(T) = C>0, also ist A(T) > 0, wegen 
f(T)>0. Folglich hat Ah (t) eine Nullstelle im Intervall 0<=<?<7T. Um das Auftreten 


singulärer Punkte im Intervall 0<=?< 7 zu verhindern, könnte man natürlich /?(/) im 
ganzen Intervall groß wählen, indem man eine große positive Konstante hinzufügt. Dann 
läge also die Kurve für den mathematischen Kurswert von vornberein weit oberhalb der 
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Rückzahlungskurve bei Kündigung. Dies dürfte jedoch kaum im Sinne des praktischen 


Problems liegen; denn, setzt man z.B. AR (t) r+4t° so müßte gelten 
)t BL — 41 e)bt — (1 e)a-+r? 0, =>7T 
Die linke Seite ist ein Minimum für die positive Wurzel von 3 At? 2 pt (1 c)b 0 
also für = ö 
t— 8 + VP?+3Ab(1—c 
3/ 
und das ist etwa / 10, also muß sein 10 4° — 52,5 -:4°— 50-4 100 +r >0, 
d.h. r > 500 
Wir wenden uns nun der Diskussion von (5) zu und bestimmen zu diesem Zwecke 

zunächst die Wurzeln von 9; (f gs (t)—=0. Es ist 

g;(t) = cla-+ bt) - Al? = 0,01 ti’ +45 + 900 

Y: = 1+- hf + pt . (),525 f# 4 An? + I0O00. 
N 73 72 r e u e RG 
Setzt man / 10r, so hat man = ı’—b5257 5zr—10 0. Die reelle Wurzel 

10 
dieser Gleichung ist 7 = 6,2964; somit ist S = 10 r = 62,964 die reelle Wurzel von 
Y3 (f Js (ft) = 0. Die beiden anderen Wurzeln S, und S$, ergeben sich aus 
ün “ 2 a x i j . PR 10 000 £ 
cs + = 52,5 — 62,964 = 10,464 und Sı' 9 = — 158,8, 
62.964 
Fe — 5232 + V5,232? — 158,8 

Was das Polynom Igv 93 (x) J3 (x) betrifft, so hat es den Wert 

R(a)lgv - Ra) +ceblgvx-+clalgv —b). 


Mit unseren numerischen Konstanten ergibt sich, daß die Ableitung dieser Funktion > 0 


ist: ferner hat die Funktion für x = 6 den Wert 6°-10°*-0,0445 — 310 *-6°—+45-0,0445-6 


bi 
‘ 


— 3,003 > 0. Also ist sie >0 für alle =6. Im Intervall 5 “x <6 besitzt die Funk- 
tion eine Nullstelle: die beiden anderen Wurzeln sind nicht reell und etwa 35 + 55°. 


Entwickeln wir in (4) A(xz) und Bir) nach Potenzen von £ — S, so ist 
FT. - J 
r & 19 x u 
AX= an 2 An \d Ss); Be) = -+ 2b, (2 — s 
2 —E N v—35 Pr 


wo rı und , die Residuen von A(:r) und B(x) im Punkte z=S5 sind: 


lim (x S)Akxk)=r und lim (x &)B(ix) = ra. 
r>: r >» 


” 


Somit geht die Formel (4) über in 


' N \ g > 
za ——« () RK - u > D X e e 0 da 
/ ie ’ 
L- 
ee »r- Y u ' y, \ vr 
” \ m g . b we ”J 
== (I! e K . Sb, ee —: x & 0 dx 
N zT > () 


Den Integranden in der geschweiften Klammer können wir nach der Ausmultiplikation 


schreiben in der Form 


. I "( 1 
I v N 
—+rb, ee —: (x u) 08: 
I - () J 
sodaß weiter 
, ) 
2—(t-5) 'Plt-H% t—8!) Qt —- Hi 
/\ hl 


Hierin bedeuten P und @ Potenzreihen in / <, die mit dem absoluten Gliede I beginnen 


und in jedem Kreise um den Punkt 5 konvergieren, der keine von = verschiedene 
stellen des Nenners von A enthält. o, ist Integrationskonstante. Somit ist 
a Lo i Pr 3 = r 
=: —-(t—!: 0tı Pit — SS) — Al ae 1 N 


7] 


wo R= P:-®@ ebenfalls mit 1 beginnt. Aus dieser Darstellung von x ersieht man, 


der Punkt {= ein Verzweigungspunkt von z ist; denn Ritt — 5) und P(t-— 8) 


Null- 


daß 
sind 


für *=S regulär; aber P ist mit einer gebrochenen Potenz von (t— 5) multipliziert; 
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= 2,2301, wie später gezeigt wird. R und P haben große Konvergenzkreise; es ist 


also zweckmäß'g R und P zu berechnen. Da 


> 


:"R O1 rı (l & P+o(—5 P, 
so folgt aus (4 
nr 
2 2 > - \ ! a 
- R -A- k+B+ro(t—5) ‚P -P+4P, =0 ...(T) 
71 7 t S , 
also ” 1 7 
R+AR B: 0: P+( | )P= 0 . . . (7). 
L - 


Zur lategration dieser Diflerentialgleichungen braucht man nur Reihen für 7 und ? 
anzusetzen 

F. JS 
R= Zr, (a — 8)", P=2p.(% 


u) N () 


"rt 


Dann ergeben sich aus (7) Rekursionsformeln. Aus diesen lassen sich alle r„ und p. 
berechnen, da man m = 1, p, = 1 kennt. Die beiden Reihen konvergieren bis zu der 
Y3 Y2 


J = 


jenigen Nullstelle von welche dem Punkt £ am nächsten liegt. Die beiden Null- 


(f — 
j 2 


stellen von waren aber konjugiert komplex und hatten den reellen Teil — 5. 


In 


— 
Man hat also Konvergenz für 0<xz<T. Der Wert von 2, ist eindeutig bestimmt durch 
die Anfangsbedingung; aus ihr ergibt sich für o, aus (5) die Gleichung 


192 > + u . ae 
U — R(1 ee) + I Ä 0] Pi{F- . 
A 
Für £<28 ist ( <)=/ı nicht reelle. Wegen (7) ist aber auch die Funktion 
- / o l .n r \ 
=: »—=l— 8) 03 Pt — $) BU... %.% 508 
"| 


l,ösung von (4), wo 2, einen komplexen Parameter bedeutet, der hier die Bedeutung der 


Integrationskonstanten hat. Wählt man also 03 so, daß os (f — ED) 9|($ t ı ist 
d.h. = m eı"'), so stellt (5) für 2<Z eine reelle Lösung von (4) dar. z, und z, 
stimmen aber im Punkte Z mit zı und 2, überein, wo durch den Index 1 die Werte 
von 2 für £ @ bezeichnet sind. Man setze also F(!) = zı für t=58, F(t) = für t<S. 


Dann ist das so definierte ydız F(t, eine reelle Kurve mit einer sich 
1 


stetig drehenden Tangente. Diese letztere Eigenschaft kann man so beweisen, zu- 
nächst ist 2, da R und P analviisch sind, nach dem Vorhergehenden im Punkte { & 
stetig. Ferner folgt aus 

rn FR- un 

878 &) P. 


- 


2 ’ 


= . Rr or; (f 


Ir 


daß die Ableitung von z von _E unabhängig ist für £=S$, d.h. z ist auch im 
Punkte S stetig. 
Wir fordern aus praktischen Gründen, daß y fit)=0 ist. Nun ist 


g3 g;=0 für 0<S!S5, 9 mr Si: 7, 
Y1lgv — 93 <0 für o<t<?!, 0 fürd’ <t<T, 
wobei £ im Intervall5 <t<6 liegt. Für = muß nach (3) sein € 2 (3 -)=(, 
al:oz>0,dh y<od. 
Man sieht also, daß bei jeder Wahl von 9s die Funktion :, einmal eine positive 
Ableitung besitzt, während doch := Ft) seiner Bedeutung nach beim praktischen 
Problem monoton abnehmen muß. (8) wird also in der Praxis nicht für alle ? be 


nutzt werden können, d. h. man darf nicht fordern, daß f(t) für alle {= 0 der Differential- 
gleichung genügt. 

Die Integrationskonstante 0, ist dadurch bestimmt, daß 1. noch die Bedingung 
erfüllt werden muß, 


Iy dx = Gesamtzahl der zu tilgenden Stücke, 
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2. 09 so zu wählen ist, daß darch die Superposition der beiden Summanden von (S) ein 
solches :, entsteht, das für abnehmendes ? möglichst lange eine negative Ableitung be- 
sitzt; wir denken uns dabei das Problem so formuliert, daß der früheste Termin gesucht 
wird, von dem an Kündigung überhaupt gestattet werden kann. Was die zweite Be- 
dingung betrifit, so werden nach dem Vorhergehenden nur Werte von £ in Frage kommen, 
die’ sind. Wir erhalten den gewünschten Wert von /, sowie das verlangte 0, wie 
folet. Schreiben wir Gl. (8) in der Form 


vw=R-+o0:S, wo wvw= ni. ee er ra (8”) 
(- 
2) 
un v . DE a 0: 
d S = (&E — 1) P(<—t) und 0 = a 


| , ) 
r 


dann stellt die Gleichung die einparametrige Schar von Integralkurven der Differential- 
gleichung dar für alle *<S. (Diese Schar berührt im Punkte ?— £ den anderen Zweig 


der , für <<?<T7 darstellenden Kurve, da, wie oben gezeigt, 2’ für {= von e nicht 
abhängt.) 
Setzen wir w = wo, womit die Gesamtzahl der zu tilgenden Stücke dividiert durch 


bezeichnet werden soll, so können wir aus (8”) bei festgehaltenen E £ berechnen. 


Diese Gleichung hat entweder eine oder zwei oder keine Lösungen, die geometrisch 
durch den Schnittpunkt der Kurve w= R+0S mit der Geraden w = uw, dargestellt 


> 


werden. ZA stellt offenbar selbst eine Integralkurve vor, die man im Falle o = 0 erhält. 
Sind zwei Schnittpunkte vorhanden, so sei der am weitesten rechts gelegene (mit der 
größten Abszisse) =f,(po)-e wächst von 0 an; dann rückt #4 (eo) nach links, da durch 
jeden Punkt nur eine Integralkurve geht; von einem gewissen e ab existiert kein reeller 
Schnitt, also gibt es einen größten Wert von 0, E —= p*, für den 4, (eo) noch reell ist. _* 
hat dann die Eigenschaft, daß /, (o*) am weitesten links liegt (die kleinste Abszisse hat). 


Für o o* muß also die Integralkurve die Gerade w = wo im Punkte ? = ft, berühren. 
Mau erhält 0* und /, (e*) durch Auflösen der beiden Gleichungen 
R —- 0 N — Uo5 BR» 0 S'— ı® 


In dem eben besprochenen Fäaile waren Beginn der Kündigungsmöglichkeit und Beginn 
der Amortisation identisch und dieser Zeitpunkt konnte frühstens im sechsten Jahre liegen 
In der Praxis wird es aber darauf ankommen, eine solche Verteilungsfunktion zu finden, 
bei der unmittelbar nach Beginn der Anleihe die Tilgung mit einem für einige Jahre 
konstanten Betrage, z. B. 1 vH einsetzt. Ist die Gesamtheit der zu tilgenden Stücke A, 
so werden bei 1 prozentiger Tilgung im ersten Jahre A — 4/100, im zweiten Jahre 


A 2- 4/1060 usw. Stücke zu tilgen sein. Anstelle der Geraden w = wu haben wir also 
die Gerade « = a:t—+b, die mit der f-Ächse einen spitzen Winkel bildet. Unsere Auf: 


gabe lautet jetzt, aus der Schar der Integralkurven vw = R+eS diejenige zu suchen, 
welche diese Gerade tanrgiert. Es sei 7, derjenige Wert von f£, für welchen diese Be- 
rührung stattfindet. Dann ist 


Ir it ww. Sb) = w t,) == Al + b oder R to) - (J to] + 0 A) (£,) =D. 
I)a Kurve und (rerade an der Stelle ? = /, dieselb2 Tangente haben soll, ist ferner 
IR( at „teSs’(OÜ-.,=0, 


sodaß wir zur Bestimmung von ?! und o wieder zwei Gleichungen haben. 


4. Zahlenmäßige Durchführung. Wir wollen uns nun der numerischen 
Rechnung zuwenden und beginnen mit der Berechnung der Polynome A und Bin (4). 


Nach (4) ist 2. ie 0 — 84 C 
Amzm-— & 7 : B= 
y3—7972 137 72 
oder 
0.000435 t? 0.031? + 1.9575t—5.85 g + 10 
Aue | : B = - i 
0,01 t? — 0.5251 —)5t — 100 0,01’ — 0.525.’ — 5t — 100 
— 2,2591; ra = 158240 
(l. (S) lautet also 
2 a Fi 188240 . 
1 Heeng.P(l—N- R(— 8) 
> 2.2391 
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158240 


Da — 84072 ist, geht (7) über in 
2,2391 
Fr ( 2,2391 
84072 R'’ + 84072 AR+ B-+o(t — 9° er  P+ AP, u 6 
dt 
Hieraus folgt nach (7) 
55 910° 
(3; 9) — (plgev —p)R- — m () 
und [4 . 2 r 2.2391 73 — ( 2 
pp, (gr TR p_o 
t—35 _— t—sS 
WER . Im 93 — 93 i 2,2391 
Wir multiplizieren P? und P mit -, um den Nenner von A-+---—.. Jortzu- 
t—5 L—; 
- a — (9 R . 
schaffen; denn dieser Ausdruck hat gerade ? zum Nenner, wie man sofort sieht, 


» 


wenn man das kubische Polynom A in Partialbrüche zerlegt denkt, von denen dann 


1 _ gubtrahiert wird. 


% 
u; 


Wir werden nun 93 — 9; und 9; lg» — 93’ nach Potenzen von £— & entwickeln. 
Es ist 


93 — 9a = 0,01 (lt — EP + 1,861 (t — 8? + 47,81(t — 8) 
und gslgv — 93’ = 0,000435 (E — 5)? + 0,0522 (t — 8)? + 3,353 (E— 8) + 107,05. 


Setzen wir — 5 = u, so ergibt sich zur REN der Koeffizienten von R(t — £) 
nach (7) die Gleichung 
(0,014? + 1,364u°’ + 47,51u) (tı +29 u +5 uU?+4myu? ER 
- (0,000435 u? + 0,0522u? + 3,353 u + 107,05) (1+ m u + & u? +3 u’+...)+107,05=0. 
Hieraus folgt für die « 
(47,81In — Age &n + 11,364 (n — 1) — 3,353} @„—ı + {0,01 (n — 2) — 0,0522} @._3 
0,000435 «&„3 = (0, 28 
Setzt man =|1, &, = (, 4a = 0, so können nach dieser Formel alle «, für 
n = 1,2,... berechnet werden. 


Analog berechnen wir die Koeffizienten der Reihe P(t — 2). 
In der zuletzt angegebenen Diiferentialgleichung für /P’ ist der Koeffizient von P: 


3 — g: — 0,01 (t — BD? + 1,364 (tt — BY 2: 47,81; ferner ist 


Eu 
2,2391\ 13 — Ya yslgv—ya 2,2391\ 93 —Yg: 
A = (— ‚2? 
( 7 eg pn | 93—gY2 “ t—E t—S 
— 2391 nn 1 or 2 0.0592» 3.353 
= (93 igv = I 3 ; e 2,2 / | 4 S — 0,000435 u ‚vo 7 an 3,90 
un jt-E 
+ 0,02239u + 3,0541 = — 0,000435 u” — 0,0298 u — 0,2989. 


Die Differentialgleichung für P lautet also, wenn wir die Koeffizienten mit 5 
bezeichnen 


0,014’ + 1,364u + 47,81) (Pı + ru +...) 
(0,000435 u* } A + 0,298‘ ) (1 + D1 u —+ BP; TR WER .) = (, 
Hieraus folgt die Rekursionsformel 
17,81n Du + 11,364 (n — 1) — 0,2989} Pa-ı + 10,01(n — 2) — 0,0298 5 Pu—3 
-0,000435 A. -3 =0; .n=2,... PD 1; P-ı=0; 47,81Pı = 0,2989. 


Mit Hilfe der so gewonnenen Reihen P(t — £) und At — £) können wir zunächst 


den Wert von 20, bestimmen, indem wir in (s’) für ? den Wert T — 850 einsetzen, 


dann wird 


s072RKT—-H +0 T—- RN PT—H = 0 
Es ist 
s0— <= 17,036, R(8s0 — &) = 1,876, P(s0 —£) = 1,178 


Die beiden letzten Werte sind bis zur zweiten Dezimale einschließlich genau; es 


E 


reichten hierzu die ersten 7 bezw. S Glieder der entsprechenden Reihe aus. Somit ist 
S4072:1,876 + 01 (17,036)9?°°'.1,178 —= 0, 0, = — 234,2, 








| 
| 





EEE WAH DDR TE 


% 





HOR Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 4 


Wir wenden uns jetzt der Berechnung von A(u) zu. Man erhält 
RIO) zum | Ri 20) 4,175, 
R(— 10) 2.071 R(— 30) = 7,688. 

Mit absolut zunehmenden Werten von u wird die Konvergenz der Reihen natürlich 
schlechter. Begnügt man sich damit, die Werte von R bis zur zweiten Dezimale ein- 
schließlich genau zu berechnen, so braucht man für u = 30 die 10 ersten Glieder der 
Reihe. Um den Wert #(—40) mit derselben Genauigkeit zu erhalten, sind aber bereits 
18 Glieder nötig. Man erhält R(— 40) = 13,6118. Um besser konvergente Reihen für R 
zu erhalten, transformieren wir die Differentialgleichung für AR, indem wir Potenzreiben- 
entwicklungen um den Punkt u = — 40 ansetzen. Dann geht «x über in w — 40, wern 
w die neue Variable ist 

Die Differentialgleichung für P° lautet jetzt: 

(0,011? 4 0,164 w? 13,31w 370) (&ı +2 ww w-+...) 
(0,000435 w? + 1,265w —+ 28,61) (13,611 + a w-+...) + 107,05 = 0. 

Die Rekursionsformel für die « ist 

370na, + {13,31 (n — 1) + 28,61}, —ı + 1— 0,164(n — 2) + 1,265} @„-; 
0,01 (n 3) @ „3 + 0,000435 @„—; 0, n=23,.., au =(0, =). 


«, ergibt sich aus: 


370’ — 28,61 13,611 + 107,05 = 0; & — 13,611. 
Mit Hilfe der Reihe Ale 40) können wir, ohne mehr als etwa 6 Koeffizienten 
zu benötigen, die Werte von AR für u= —55, 45, — 50 berechnen; wir begnügen uns 


dabei mit einer Genauigkeit bis zur zweiten Dezimale einschließlich. Man erhält auf 
diese Weise auch die Möglichkeit einer gewissen Kontrolle für die Richtigkeit der mit der 
anderen Reihe berechneten Werte. Es ist 


I (0) = 1,632; RR 95) = 10,258; R 0) 13,611; R\ 45) 17,945; 
R(— 50) = 23,222. 
Die Tangente an die Kurve im Punkte «= — 40 kann unmittelbar angegeben 
werden: sie ist «,' 0,763. 


Dasselbe Verfahren der Transformation der Differentialgleichung wollen wir jetzt 
auf den Punkt u = 50 anwenden. 
Die Differentialgleichung für Alıw — 50) lautet 


(0,01ww° 0,136 w® — 13,59 w 230,5) (a + 2a" w+ 33 w’ +...) 
0,000435 w’ — 0,01505 w’ + 1,3965w + 15,525) (23,222 —- a w + ,. 3 + 107,05 =V(. 
Die Rekursionsformel für die Koeffizienten der Potenzreihe ist 
250,5na@,„ + 113,59 (n — 1) + 15,525 5 n-ı + 10,136 ({n 2) + 1,3965} .—: 
10,01 (Rn — 3)+ 0,01305) u-3 + 0,0043 5, 4 =0; n=2,3,.:. a —=0; Ay —0. 
& ergibt sich aus 
230,5&, — 15,525 - 23,222 + 107,05 = 0; &%" = 23,222 
Mit dieser Reihe berechnen wir R(— 40) = 13.655;: AI 45) = 17,958; R(—55) 
28,166; R(— 60) = 28,009. Die Tangente im Punkte «= — 50 hat den Wert «,' — — 
1,096. Um das Zeichnen der Kurve zu erleichtern, berechnen wir auch die Werte der 
Tanpgenten in den Punkten u —= 45 und v=— 55; sie sind — 0,969 und — 0,735. 
Man sieht, daß zwischen den Punkten u = 55 und «= — 60 das Maximum von Au) 
liegen muß, bis zu welchem wir ja höchstens die Kurve praktisch nur gebrauchen können. 
Um es zu berechnen, entwickeln wir nach unserer Methode R(u), um den Punkt v=— 60 


und approximieren AR durch eine Parabel durch R(— 60), deren Maximum wir bestimmen. 

Da es uns nur auf «,”’ und “%'' ankommt, wenn die Koeffizienten der Reihe mit 
«" bezeichnet werden, ersetzen wir den Zahlenwert des Koeffizienten von ww? durch y 
bezw. y. Dann ist 


G3 — 9: = 0,01 w? + yw? — 7,87 w — 118,2. 


3 lov —— Ya — 0,000435 Th 60)’ + 0.0522 le - 60)? —+ 3,353 (w — 60) + 107,05 
0.000435 u’? + yw® + 1,757w — 0,17; 
die Difterentialgleiehung wird 
Mi u? +- yı“ ı.STw DENT A" 4 Its un 


— (0.000435 w’+ 7 w’ + 1,737 w — 0,17) (23.009 + a w-+ ..)- 107,05 = Ü), 
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Hieraus folgt «,” = 0,946, aa” = — 0,243 Wir berechnen also das Maximum von 
28,009 + 0,946 w — 0,243 w” zu w= 1,946. Der Wert des Maximums ist AR(u) = 23,93; 
es liegt an der Stelle v= 55 (abgerundet). Auf dieselbe Weise berechnen wir das 
Minimum von R(uw), indem wir die Entwicklung von R um den Punkt S benutzen. Das 
Minimum von 1 — 0,0566x + 0,0052Sx”? wird erreicht bei & = und beträgt Ain (2%) 
—= 0,354. 

Nach der Betrachtung der Reihe A(«w) werden wir uns jetzt mit der Berechnung 
der Reihe P(x) beschäftigen. Zur Berechnung von P für die Argumente u = +20, 
+ 10, — 10, — 20, — 30 können wir uns der früher angegebenen Reihe bedienen. Um 
besser konvergente Reihen als diese im Falle u = — 40, — 50, 60 zu erhalten, trans 
formieren wir wieder zweckmäßig die Differentialgleichung für ?. 


Die Differentialgleichung für P(w — 40) ist dann 


(0,01 w°—+ 0,56 ww —+ 9,28 (Br t 23 Ww - er 
(0,000435 u” 0,005 w — 0,1971) (1,271 Bor ...)=0 
9,25 ßı’ + 0,1971 -12711=0. 


Die Rekursionsformel für P,' ist 


9,25 nß.' + {0,564 (n — 1) + 0,1971 3 P. 1 +0,01 (n 2) + 0,005 } ß’ 


0,000435 P._3 = 0; n==2, 8,::.:.,3 PRm=1271;5: Pi=d. 
Die Differentialgleichung für P (w — 50) lautet 
0,01 w? + 0,364 w + 4,61) (Bi +2 B"w-+....) 
- (0,000435 w? — 0,0137 w — 0,1036) (1,621 +fı"w+....)=0 


4,61 Pı' + 0,1036 - 1,621=0; Do" 1,621. 
Als Rekursionsformel für ,"(n=1, 2,....) ergibt sich 
4,61 nB." + { 0,364 (n — 1) + 0,1036 $ .—" + 10,01 (n 


J 


2) + 0,0137 } Bag” 
— 0,000435 P.3" = 0; Il: B ’ —(. 

Mit Hilfe dieser Reihen können wir die Werte von P(u) mit einer Genauigkeit 
von 1 vH berechnen, wenn wir uns durchschnittlich auf die ersten 7 Glieder beschränken. 

Die Extrema der Kurve bestimmen wir folgendermaßen: Damit P'(u) verschwindet, 
muß gemäß der Differentialgleichung für P (0,01 u? + 1,364 u + 47,81) (ı +2 Pa u-+...) 
— (0,000435 u? + 0,0298 u + 0,2984) (1+Pıu+...)= 0 der Koeffizient von P Null 
werden. Man erhält also 


g \)= 0,000435 u’ + 0,0298 u + 0,2989 = 0. 
Die eine Wurzel x, dieser Gleichung berechnen wir nach der regula falsi. Es findet 
sich #ı = — 12,19 und daraus « = — 56,3. Das Maximum von Pu) liegt also an der 
Stelle « —= — 56,3 und das Minimum bei « = — 12,19. Die Extremwerte selbst sind 
P(u)max = 1,773 und P(%)nin = 0,9608. 


L, 
Nach Gl. (S) haben wir zur Berechnung von z weiterhin die Produkte (— u)” P(u 
zu bilden. 

Wir wollen uns nun der Bestimmung der Integrationskonstante o, in Gl. (8) zu- 
wenden und zunächst gemäß den Ausführangen auf S. 506 den Fall der Berechnung 
von E erledigen, wenn nach dem frühesten, überhaupt möglichen Termin gefragt wird, 
von dem an die Kündigung beginnen kann. Utter »frübesten« T’ermin soll hierbei natür- 
lich zu verstehen sein, relativ zu den einmal festgewählten Funktionen 93 (£) und 9; (t), 
von denen ja die Werte 5 und 5’ abhängen, die ihrerseits bei der obigen Frage eine 
Rolle spielen. 


Wir haben ? und o aus den beiden Gleichungen 


R(t) +0 S(t) = welt), PÜ)+ES(t) = 0 
zu berechnen. Setzen wir den Wert von o aus der zweiten Gleichung in die erste ein, 
M R' Y . 2 2 
so soll sein R— — S=wn. Zeichnet man sich mehrere Integralkurven auf, so ist es 


D 
leicht, einen Näherungswert von ft anzugeben. Den genauen Wert kann man dann durch 
Interpolation, etwa nach der regula falsi finden. Es ist, wenn wieder wie früher, 
u—=t— 5 gesetzt wird 
Ss(— u) = (— uw”?! P(u) 


und somit S’(— u) = — 2,2391 (— u)?" Plu) + (— w*""" P’(u). 
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Wir nehmen «= — 55 als ersten Näherungswert; die zugehörigen Werte von R 


und 5 bezw. ihrer Ableitungen sind zum Teil bereits früher berechnet; wenn nicht, 
L es 

können sie mit Hilfe der Reihen R(w — 50)=!«"w" und P(w 50)—= LP, w” be- 
n —UV n—=U 


stimmt werden. 


|0' > 


Da wo = —= 11,595, ist in diesem Falle R — — S — wo = 1,149. Für u = — 56 


84072 


- k 


. : I . ” . . .. 
ergibt sich A — Mm S — wo — 4,437. Die Interpolation nach der regula falsi liefert für £ 
Mr 


’ 
A 


den Wert 8,35; der zugehörige Wert von o ist — 0,0011321. 


Wir können jetzt z, bezw. w«— — —- für eine Reihe von Argumentwerten (u= I, 


84072 
— 10, — 20,....) berechnen. Zeichnet man mit diesen Funktionswerten, deren Anzahl 
man leicht beliebig erhöhen kann, die Integralkurve, so ergibt sich schließlich die ge- 
suchte Verteilungsfunktion durch graphische Diiferentiation. 
Wir wollen nun die entsprechenden Rechnungen in dem Fall durchführen, daß die 
Zahl der zu tilgenden Stücke in den ersten 10 Jahren jedesmal 1 vH der Gesamtzahl 
beträgt, um später die sich ergebende Tilgungsordnung mit der der Sparprämienanleihe 
zu vergleichen. Zu diesem Zweck haben wir ? und o aus den beiden Gleichungen 


(AR (to ab) +eS(h)=b; (RB) — al =n+oS’ (Mn, = 0 

zu berechnen, wo f, einen Näherungswert von ? bedeutet. In der Gleichung w=at+b 
ist db = — —= 11,895; a bestimmt sich wegen der I prozentigen Tilgung der Anfangszeit 
am beqjuemsten aus der Gleichung 11,895/2 = a:-50 + 11,595, <= — 0,11895. 

Rechnen wir mit uv= — 50, so ist (R (b,) — at) — - =, ee. b= — 1,732. Für 

Br 

u 51 hat diese Diiierenz den Wert 1,113. Interpolation nach der regula falsi 
führt auf den Wert {= 10,2. In diesem Falle ist aber (?—« th) . - —b=+0,6. 


Wir interpolieren daher nochmals zwischen ?/= 10,2 und ?!= 12; daraus ergibt sich 
! 10,83. Für diesen Wert von tist R(!)+0oS (t) = 10,53, während a: 10,83 +b = 10,61 


ist. Wir begnügen uns indessen mit dieser Approximation. Dabei ist o—= — 0,0012666. 
Nach der Berechnung von 0 bestimmen wir jetzt w — 2 
34072 

Die Verteilungsfunktion ermittelt man 

f N, dann wieder sehr einfach auf graphischem 

26 N _— — Wege (Abb 2). Hier wurde die Integration 

\ 7 £ 
RR IN Ä von 02, 80 ausgeführt, daß die Tangenten 
84072 












in den Kurvenpunkten durch die Sehnen er- 
setzt wurden; dann ergab die ÖOrdinaten- 
diffierenz zweier Kurvenpunkte von % 
S )iZ 
deren Abszissen um eine Einheit verschieden 
sind, die Ordinate der Verteilungsfunktion. 
Nimmt man die Einheiten der Ordinaten von 
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er und der Verteilungsfunktion bezw. etwa =?cm und —= 20cm, so ergibt also die 
84072 
2 . : 12.0 ., 84072 
Länge der Ordinate der letzteren, in cm gemessen, multipliziert mit — = 2102 un 
2.20 
mittelbar die Zahl der in dem betreffenden Jahre zu tilgenden Stücke. Die ausgezogene 
treppenförmige Kurve bedeutet unsere Verteilungsfunktion in ihrer endgültigen Gestalt 
(siehe weiter unten); die entsprechende Kurve bei der Sparprämienanleihe nach Prof. 
Bernstein wird, soweit sie nicht mit der unseren zusammenfällt, durch den punktierten 


Streckenzug dargestellt. 


5, Berechnung des „wahren“ Zinsfußes. Wir rechneten bisher mit einem 
Werte von v, der nach Seite 502 so bestimmt wurde, daß der Mathematische Kurs zu 
Anfang 1000 war, wobei für die Verteilungsfunktion die Werte von f(n) aus der Spar- 
prämienanleihe zu Grunde gelegt wurden. Wir wollen jetzt untersuchen, wie groß in 
dem vorhin besprochenen Falle, wo Amortisations- und Kündigungsbeginn gleich sind, 
unser berechneter Kurs ist, dessen Ausdruck ja von dem der Sparprämienanleihe durch 
die etwas anders gewählte Bonusfunktion, durch die Benutzung von Integralen statt 
Summen, sowie endlich durch die andere Verteilungsfunktion abweicht. Soll der Kurs 
zu Anfang den Wert X, besitzen, so muß sein 


80 
ic + ya (n) f n)tv”"dn 


_ RK, 


SU 

Iwan 
Wir zerlegen das Integral im Zähler und im Nenner, indem wir erst von 0 bis 8,35 und 
dann von 8,35 bis 80 integrieren und erhalten somit: 


oa 


leprr Te) x 


CC. /v" dn+/ pm f(n)v"dn+/ 04 gain) fin Iv"”dn 


0 (0) A.) K 
= flo 


8,35 SU) 

In dn + /fn dn 
Das zweite Integral im Zähler und das erste im Nenner verschwinden, da in den Jahren 
0 bis 8,35 keine Amortisation stattfindet. Es ist 


8,35 8,35 
u” ee 3 . 
van — == = 1,0015 u’ 0,6952 
le v lg v 
U) () 
Das dritte Integral kann leicht berechnet werden, da 
80 80 
4 13 (n) f (n)} v"dn= 9; (8,35) | f(n) dn:v 
0.35 8.35 
S() 
3 (8,35) = 1281,57; |’ n dn— 10‘ 
80 | 
Somit ist /{C-+ gs (n)f(n)3v "dn= 390,9 - 10°. 


8.35 
Für X, erhalten wir also die Gleichung: 
ER 9.10” - 7,007 + 890,9 - 10° Te 
10° 

Die Abweichung des Anfanrgskurses vom Werte 1000 ist erklärlich, wenn man die 
vorhin erwähnten Unterschiede im Ausdruck für den mathematischen Kurswert gegen 
denselben bei der Sparprämienanleihe berücksichtigt. » soll stets so gewählt werden, 
daß der Kurs zu Anfang 1000 ist. Hierdurch ist »® eindeutig bestimmt. Im vorliegenden 
Falle müßte also v verkleinert werden, wodurch alle berechneten Kurse vergrößert 
werden. Das verlangte »® ließe sich dann durch Interpolation leicht ermitteln. Man 
könnte aber auch, abweichend von dieser Regel, v® — 1,0445 beibehalten und beispiels 
weise C' in den ersten 8,35 Jahren um soviel größer wählen, daß der Kurs zu Anfang 
gerade 1000 ist. Setzen wir für C in den ersten 8,35 Jahren eine andere Gewinn- 
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summe /, wodurch A, = 1000 wird und ist /”—= /'- 10%, so folgt aus /"- 7,007 + 390,9 
— 1000 der Wert I!" = 15,57, I'= 15,57 Mill. («#) Die Frage nach dem Anfangskurse 


in dem Falle, daß die Tilgung in der oben erörterten Weise ım ersten Jahre beginnt, 
wollen wir in dieser Form nicht erledigen. 

Wir hätten nur noch eine Betrachtung darüber anzustellen, wie groß der Fehler 
sich gestaltet, wenn man dem praktischen Problem entsprechend, nicht wie bisher mit 
Integralen, sondern mit endlichen Summen operiert. Es bietet keine Schwierigkeit, diesen 
Feh'er abzuschätzen; wir wollen indes den Weg nur andeuten. Verfährt man bei der 
Konstruktion der Kurve für /(n) aus der Integralkurve z, so, daß man die Differenz 
zweier um die Abszisseneinheit entfernter Ordinaten von 2, mißt und diese Werte in 
einem zreeigneten Maßstabe als Funktionswerte von f(n) aufträgt, d. h, daß man die 
Tangenten an die Integralkurve durch Sekanten ersetzt, so ist 


1 


(in) dn N’ (z dz, 


ferner ist, wenn 


0 <a T fin) dn Ya und /fn)dn=yı 
gesetzt wird 


| arz 


Yı Y: ‚fin)dn, analog Ya y=/fin)dn 
a 24 


\ddieren wir diese Differenzen und beachten, daß das Integral eine monoton ab 
nehmende Funktion ist, so ergibt sich, daß der Wert des Gesamtintegrals = yı, d.h. = der 
erößten Ordinate ist. Um den Fehler des Zählers in dem Ausdruck für den mathemati- 
schen Kurswert abzuschätzen, empfiehlt es sich vielleicht, die für eine monotone Funktion 
gültigen Ungleiehungen zu benutzen. (= für monoton wachsende, < für monoton fallende 
Funktionen.) 

/ » Dt 
Svk)= I va)de = Fw(k) 


In unserem Halle ist 

1 (6) CC +g:(ka)flac)yı 
keine im ganzen Intervall 0 =? 7 monotone Funktion, aber das Intervall läßt sich so 
zerlegen, daß (x) in den Teilintervallen monoton ist und so die Anwendung der Un- 
eleichungen ermöglicht. Für ein Intervall, in welchem die Funktion monoton wächst, 
folet sodann aus 


] 


. i l 


zw % nm (sc) d& Sw(e 


Analog ist für ein Inteıvall, in dem die Funktion monoton fällt, 


{ j 
. / l l f 


ne) da Nwv(lar)< N w(e) 2 w(e) —= w(t) w(7T). 


Ergibt sich nun, daß von der Stelle an bis zu welcher die Kündigung verboten 
wird, der gesamte absolute Fehler beim Kurse unterhalb At? liegt, so bleibt jedenfalls 
beim Uebergang von den Integralen zu den Summen die Brauchbarkeit der Rechnung 
erhalten. Wollte man den Fehler genau ermitteln, so würde man 

T 
vS_tc a+bn}+ n® f(n)sv 


! 
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für ?=1,2....80 mit den gefundenen Werien von f(n) zu berechnen haben. Bevor 
wir dies ausführen, müssen wir, einem Gebote der Praxis folgend, unsere Verteilungs- 
fanktion noch so abändern, daß die Prozentzahl der in einem Jahr zu tilgenden Stücke 
ein Vielfaches von !/; ist und die Zahl der jährlich zu tilgenden Stücke während der 
Dauer von etwa 5 oder 10 Jahren konstant ist. Wir haben also unsere bisherige Kurve 
für f(n) durch eine treppenförmige zu ersetzen, welche diese beiden Bedingungen erfüllt. 
Die neue Kurve muß sich ferner natürlich der alten möglichst gut anpassen; außerdem 
muß bei beiden Kurven der von ihnen selbst, der /-Achse und den ÜOrdinaten im Punkte 
0 und 80 begrenzte Flächeninhalt gleich sein. Um die gewünschte Kurve zu erhalten, 
ziehen wir Parallelen zu der t{-Achse in Abständen, die 1, 1'/s, 2, 2'/s vH der Gesamt- 
summe betragen und errichten in den Punkten {= 10, 15, 20,.... Lote. Dann verfahren 
wir nach dem folgendem Prinzip: betrachten wir etwa den Streifen, der von zwei benach- 
barten Loten /, und /;, der {-Achse und der Kurve begrenzt wird, so legen wir in diesen 
Streifen so viel Rechtecke von der Grundlinie 5 Jahre und der Höhe !/,; vH, daß sich 
der Inhalt aller links von /; liegenden Rechtecke von dem Inhalt der links von /; liegenden 
von der Kurve, /, und der f-Achse begrenzten Flächenstücke um höchstens den halben 
Rechtecksinhalt unterscheidet. Auf Grund dieser Ausgleichung ergab sich der folgende 


Tilgungsplan für die gesamte Anleihe: 


E3 werden amortisiert Jährlich Insgesamt 
in den Jahren in Mill. .4 

1 bis 10 50 500 

11 Bu; 75 375 

16 >» 30 125 1875 

os » 4 75 1125 

46 » 55 50 500 

56 80 »5 625 
DO0O. 


Die Durchführung der Berechnung des mathematischen Kursweries unter Zugrunde- 
legung dieser Verteilungsfunktion und der unstetigen Bonusfunktion, wie sie bei der 
Sparprämienenleihe gewählt war (siehe S. 502), ergab, daß der Kurs zu Anfang den 
Wert 1077,5 hatte, wenn mit v — 1,0445 gerechnet wurde. Um zu erreichen, daß der 
Kurs zu Anfang 1000 wird, wurde die Rechnung nochmals durchgeführt, und zwar mit 
v— 1,0475. In diesem Falle ergab sich für den Anfangskurs der Wert 1003. Der 
»wahre« Zinsfuß liegt also sehr wenig oberhalb 4°/, vH. 

Unser auf Grund der vorstehenden Rechnungen ausgeführter vollständiger Amorti- 
sationsplan läßt als wesentliches Ergebnis des numerischen Teils unserer 
Untersuchung erkennen, daß der mathematische Kurswert stets größer 
ist als der Rückzahlungswert bei Kündigung, was bei der Sparprämien- 
anleihe 1919 erst vom 20. Jahre an der Fall ist; wir können ferner feststellen, 
daß der Kurswert vom 27. Jahre an sogar über dem Rückzahlungswert bei 
Kündigung liegt (nicht nur über °/,o dieses Wertes), während dies bei der 
Sparprämienanleihe erst im 39. Jahre eintritt. 386 
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Magnuskraft und Windturmsegler. Im Magnuskrafl Die von dem Zylinder durch 
vorliegenden Heft!) ist eine Abhandlung von Reibung milgenommene Luft bewirkt einen 
GC. Cranz und W.Schmundt über die Be- Stau, bezw. einen Sog auf den Zylinderseiten, 
rechnung von dGeschoßsteilbahnen veröffen! je nachdem die milgerissene Luft in ihrer Be 
licht. Es wird dort die in der Ballıstik der wesung dem Winde enligegen- oder gleich 
Steilbahnen entscheidende Rolle der Magnus gerichtet ist.) Damil isi prinzipiell die gleiche 
kraft aufgezeigt Das Prinzip des Flett- Wirkung erzielt wie durch ein schief gestelltes 
ner-Rolorschiffes beruht auf der Ausnutzung Segel: Der Wind liefert außer der Winddruck- 
eben dieser Magnuskraft: Rotiert der zylin komponenle in Richlung des Windes eine dazu 
drische Turm im Winde, so stellt sich außer senkrechte Druckkomponente. Die Größe der 
dem Winddruck ın Richtung des Windes Kraftwirkung ist talsächlich mindestens gleich 
eine dazu senkrecht wirkende Kraft ein, die werlig der bvi Seglern gleicher Größe er 

reichten. Der Vorteil gegenüber den Segel 

) S, 449 bis 463. schiffen liegt vornehmlich ım  Fortfall der 


34 











































teueren Takelung, im Ersparen der zahlreichen 
ut geschulten Bedienungssmannschaft. in un 


eıch größerer Manövrierfähiskeil 


In der anfangs erwähnten Arbeil ıst eine 


quantitative Bestimmung der Magnuskraft an 
egeben. Versuche mil einem Holzzylinder in 
(‚röße eines Artilleriegeschosses, welche im 
Kruhjahr 19253 unter Leitung des Herrn Geh 
Rat Granz im Inslitut für angewandte Phy 
ık der Techn. Hochschule Berlin ausgeführ! 


wurden. lielerten fur eınen Ansatz 
K ik m Ro2nR MH 
den Koeffizienten u zu u 1.4. 10? kg mt sek?. 


Dabei sind R, HM Halbmesser und Höhe eines 
mit der Winkelgeschwindiskeit © rotierenden 


/vlinders Die Magnuskraft K wirkt senk 
recht zu der relativen Windgeschwindigkeit w 
Scheinwind Unter allem Vorbehalt werde 
die hier an dem kleinen Holzzylinder ge- 


Women 


Formel auf die großen Windtürm« 
des Fleltnerschiffes angewendet Nimmt man 
die Abmessungen der Windltürme zu R I.>»m, 
1 ISm an, so erhält man die auf eınen 
\Wındturm wirkende Maenuskralt zu K 
03Swnke. mit n als minulliche Drehzahl 
ınd mw in m/sek Für einen Scheinwind von 
‚m/sek. eine Drehzahl 160 min" ergibt sich 
B. eine Kraftwirkuns für beide Türme zu- 
sammen von 800 ka Der gewöhnliche Wind 
Iruck auf die lürme ist bei einem 
eichen Scheinwinde von 6,» m/sek etwa 100 kg 
Die Gesamlikraft wirkt also mit rund 900 kg 


beiden 


ıd wird dann voll ausgenulzt, wenn das 
Schiff in Richtuns dieser Kraft fährt, d.h 

diesem Falle unter rund 600 zur Richtung 
les Schtinwindes 

Die Geschwindigkeit v» des Schiffes in die 
em günstigsten Falle des betrachteten Bei 
;piels errechnel sich, wie folgt: Nach einer 
m Schiffbau üblichen. in der Hüttex ange 
ındizierle Leistung 
oeseben durch dıe Beziehung 
\, Fv':€, PS, mit F als Hauptspanntfläche 
in m? und v in Knoten. Für ein Schiff von der 
Buckau«x mag die Hauplispannt- 
tläche des unbefrachteten Schiffes etwa 18m? 


Forme ist die 
INES Schiffes 


vebenen 


(‚röße der 


belraven: €, ist für ein solches Schiff etwa 
I) einzuselzen Der Propellerwirkungs 


rad n wird zu 0,6 angenommen; die ellektlive 
leistung ist dann N,=nN; und die Schub- 
ralt ?P N.:v. Mit den an: 


’ 
_ 


egebenen \Werlten 


wird ?P 135 vo: ku, mit vo in m/sek. Für den 
errechne!en Wert P V0OVO ku ergib! sıch die 
schiffsgeschwindigkeit ı 26m/sek. das Ist 
etwas mehr als 5Knoten Das Ergebnis 


eSser TOoilel 


stimmt 
wenigstens in der Größenordnung mit den 


Ueberschlaesrechnung 


lureh Zeilungsnachrichten bekannt gewordenen 


} 


/ahlen überein, die eine Geschwindigkeit von 


I)! Knoten angeben für eine Windstärke von 
I 


3m 'sek und für eine Drehzahl der Türme 


von 160 min! Kine Bestimmung der 


Zum Drehen der Windtürme mit 160 Um- 
drehungen pro Minute sollen 20 PS erforderlich 
sein. Obige Formel für die indizierte Leistung 
eines als gleich groß geschätzten Dampfers würde 


Mathematik und Mechanik 


514 Zeitschrift für angewandte 





Band 4 


Magnuskraft, die entsprechend der Versuchs- 


anordnung weit genauer Ist, als die hier an- 
ermöglicht, wird 
vermutlich die Veröffentlichung der in der 


Göltinger aerodynamischen 


segebene rohe Formel sie 


Versuchsanstalt 
vorgenommenen Untersuchungen bringen 


November 10924 WSchmundt 177 


Bemerkung zu Vorstehendem. Der Herr 
Herausgeber hat mir Gelegenheit gegeben, mich 
zu den vorstehenden Auslührungen des Herrn 
Schmundt zu äußern Ich mache davon 
sern Gebrauch, einmal um zum Vergleich mit 
den von Herrn Schmundil mitgeteilten 
Werten Götlinsger Zahlenmalerial mitzuteilen, 
dann aber auch, um irrige 
lich der 


\ngaben bezüg- 
Buckau die Herr Schmundil! 
Zeiltungesnachrichten entnommen hat, richtig zu 
stellen 


Formel  ıst 
nach unseren Versuchen nur in einem Bereich 


Der Beiwert u in der obigen 


leidlich konslanl [für kleinere und verößere 
beträchtlich kleiner 
Beiwert enthält übrigens noch die Luftdichte als 


Ro w dagegen D'eser 
Faktor; es empfiehlt sich, diese herauszuziehen, 
der dann noch verbleibende Faklor ıst eine 
reine Zahl. und die Formel ist in der neuen 
Form dann auch [für Wasser und andere 
l"lüssigkeiten brauchbar! Nimmt man po — 0,125 


kosek?m" an, so wird der neue Beiwert der 
ormel von (‚ranz und Schmundit 
u” uU/DO 0.112. 


In Göltingen sind verschiedene Zylinder ge 
worden Ich teile die Ergebnisse 

zweier Versuche mil, von denen der eine (a) 
sich auf einen Zylinder von 70mm Dmr. und 
330mm Länge mit glatt abseschniltenen Enden, 


Messen 


der andere (b) sich auf einen gleichen Zy 
linder mit ebenen Scheiben von 120 mm Dmr 
an den Enden bezo%s, Dı- Zahlen sind nach 


den Versuchsergebnissen inlerpoliert. 











Ro 
1 2 3 4 
w 
a) "= 0,176 0,258 | 0,222 | (0.140)°) 
b) u’ 0,176 0,382 0,420 | 0,355 


Die Werte liegen sämtlich höher als der 
den Granzschen Versuchen entsprechende 
Wert 0.112. Da das Verhältnis Länge : Durch- 
messer sehr eroßen Einfluß hat ‘vergl. den 
Kinfluß der Scheiben, die eine Annäherung an 
die Verhältni s> des unendlich langen Zylinders 
bewirken). ist der Unterschied wohl durch das 
kleinere Seitenverhältnis bei den Granz- 
schen Versuchen {bezw. durch das Fehlen der 
Scheiben bei diesen) zu erklären. (senauere 
\ngaben sind in dem Vortrag von Ac keret 


für eine Schiffszeschwindiekeit von 6'/ Knoten 
einen erforderlichen Leistungsaufwand von etwa 
120 PS (mit Einrechnung eines gewissen Maschinen- 
wirkungsgrades) erzeben. 

2 


Extrapoliert! 
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auf der letzten Tagung der Wissenschaftlichen 
(iesellschaft für Luftfahrt enthalten, der in 
Bälde erscheinen wird. 

Bezüglich des Schiffs ist zu sagen, dab es 
nicht unbelflrachtel. sondern ziemlich normal 
belrachlet war. Die Türme sind nicht 3x 18m, 
sondern 2,8 I5> m und haben Scheiben :® ferner 
war die Drehzahl nicht 180/min, sondern. so 
viel ich weiß. 120/min (vielleicht auch 130/min 
\Mıt dem ersteren Wert ist Ro 17.6 m/sek: 
mil © 6.>m/sek und uw’ 0.42 wird die Kraft 
eines Turmes rd. 800 kg, also trotz kleinerer 
lürme und kleinerer Drehzahl doppelt so 
sroß als nach den Zahlen von Herrn 
Schmundit Die Beobachtungen am Schifl 
dürften daher in ziemlich gutem Einklang mit 
den Modellmessungen sein 

L. Prandtl. 182 


Hr. Sschmundt, dem diese Bemerkung vor- 
selesen hal, weist darauf hin. daß bei den 
Geschoß-Steilbahnen der Quolienl Ro’w ım 
wesentlichen den Wert 0.538 bis 0.14 annımml 
und daß der hierfür in den Charloltenburge 
Versuchen selundene Beobachlungswert uw’ 11 
sich sehr gut den Göllinger Beobachtungen 
anschließt Der Herausgeber 


1 
‘ 


Anlaufkurven und Anlaufspitze. I. Ge- 
schwindigkeit Beschleunigung und 
\nlaufweg Bei elektrisch angetriebenen 
Förder- und Hebemaschinen ist der Verlauf 
der Kurven für die Geschwindigkeit, Beschleu- 
nigung und Leistung während des Anlaufes 
abhängig von der Wahl der Anlaufkurve 
Diese wird meist so gewählt, dab sie einen 
parabelähnlichen Verlauf nimmt. Für einen 
beliebigen Verlauf der Anlaufkurve ist von 
Dipl.-Ing. Gregor Trefler und Fritz 
Nettel!) eine graphische Ermittlung der sich 


ergebenden Beschleunigungs- und  Leistungs- 
kurven aufgestellt worden Die Anlaufkurve 


kann aber auch durch Kurvenscheiben am 
Teufenzeiger nach einem bestimmten Gesetz 
festgelegt werden. Dipl.-Ing. Hubert Fritze? 
hat unter der Voraussetzung, daß als Geschwin- 
diskeilskurve während des Anlaufes eine ge- 
meine Parabel vorgeschrieben sein soll, ein 
vereinfachles rechnerisches Verfahren enl 
wickelt. Die Wahl eines beslimmten Ge- 
schwindigkeitsverlaufes während des Anlaufs 
verfolgt außer der rechnerischen Vereinfachung 
weiter den Zweck, die Anlaufspitze nach Mög- 
lichkeit herabzudrücken, die sich als Strom- 
stoß in das Nelz fortpflanzt. Im folgenden ist 
nun eine Reihe möglicher Anlaulkurven unter 
sucht, um zu ermitteln, welche von ihnen das 
beste Ergebnis in dieser Hinsicht verspricht 

Als Anlaufkurve ist eine Parabel beliebiger 
Ordnung vorausgeselzl; selbst wenn sie nicht 
durch eine Kurvenscheibe erzwungen ist, wird 
sie sich einer Parabel mit bestimmten Ex 
ponenten stets soweit nähern, daß die Be 
rechnungen ihre praklische Berechligung be 
halten. Die Untersuchung erstreckt sich auf 


I) 2.d.V.d.1..1913,S.935.—?) ebda. 1914.S 740. 


die kubische, die gemeine und die semikubı 
sche Parabel mit den Exponenlen a > ) 
und 1,5. sowie Zwischenkurven mil den | 
ponenlen a 2D:::2.25 una 1.78 lerneıi 

die geradlinige Anlauflinie mil lem I xXponeı 
len da Il sowie eine Parabel mıl dem Ex 
ponenten a 0.5 ın die Untersuchung eınbe 


ZOgEeN 

Entsprechend dem Geselz der Anlaufkurve 
ist nach Verlauf der Zeit f eine bestimmt: 
Geschwindigkeit » erzielt bis nach Beendi 
sung der Anlaulzeil 4 die volle Geschwindi 
keit ®max erreicht ist Der Scheitel der P 
rabel liegt bei der Beendigung des Anlaufe: 

Nach dem Gesetz der beliebigen Parab« 
re = const:y@ beslelit also die Beziehung 


Umax v = konst. (tk. t\@ (Abh. 1) 





Uması 





























Abb. I 
\us der Bedingung v 0) für / 0 errech 


nel sıch dıe Konslanle. so daß sıch ergib! 


Umax U von ( N ! ) 


Umax ta 


Zur Vereinfachung der späteren Rechnungen 


soll der Zeilwert in der Klammer Tr oe 
selzt werden Demnach ist also 

® = (1 eo 7 On 1% k, , ıa\ . \ I ) 

Die Beschleunisung an jeder Stell ist 


p dv/dt Die Differentalion ergib! 


Umas Yınax 
p=art""!- = —=ky 2). 
tu j 


4 


k s kann den Kurven in Abb. 2 entnommen 


werden. Die Anfangsbeschleunisung ergibt sich 


durch Einsetzen von / 0 bezw. ı I zu 
Umax 

Pa = a Die FEndbeschleunigung erhält 
la 

man durch Einsetzen von 1 0 zu p 

a.0°-1.2®  Mierbei sind drei Fälle zu 

unterscheiden Ist a Il. so wird di nd 

beschleunigung in jedem Falle p. 0 "üı 

a I ergibt sich die unbestimmie Form 0 

deren Wert I wird. Ist aber a |. so wird 
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Anlaufkurven 
bei denen der Exponent a I ıst, sind dem 


a I nega'iv und 0%! .. 


nach unmöslich. da sie eine unendliche End 









































beschleunigung ergeben 
3 - 
ı I | I | 
Ge Du Ge 
a=3 | | | 
RE | | 
2,5 | | | 
ZR - u Gay Auen 
\ | | 
1 | 
„2175 | | 
3 NN ER | 
73 N | | | 
| 
= N5 
N 
7 - ?, [2 Bu u NN X 
| N 
I IRB 
&O,%S | N N\ 
0,5 - ” _—- Rn u 
nina, Umax | 
| 2 En | 
| 
‚ | | | 
si 2,2 0,4 0,6 0,8 10 
"oR 3 - 
3b 


Abb. 2 


Der vom Besinn des Anlaufes bis zur Zeit / 


zurückgelegle Weg s ist gleich der unter der 
\nlaufkurve liesenden Fläche Ks ıst dem 
nach 
8 | t dt 
N ' 
t seri_ ’ 
= ° da .. ka * Umazx ' la (3). 
la a + | 


Der gesamte Wegs während des Anlaufes er 
oibt sich zu 
Sa - Umax ' Lı 
a-+ | 
II. Die Beschleunigungsleistung 
Während des 


Massen von der Geschwindigkeit O0 auf die Ge 


\nlaufes sind die bewegten 


schwindigkeit Umax entsprechend der Anlauf 
kurve zu beschleunigen Bedeutet m die oe 
samte, zu beschleunisende Masse auf das 
Seil reduzier! so bereehnet sich die hier 
für erforderliche Leistung zu 

R 9,81 

NyıkW = .Mm°-v-Dd. . K4). 

1000 


Durch Einsetzen der Werle für v und p 
cemäß den Gleichungen 1 und 2 erhält man 


® 951 . Umax 
Naı .m-alr!— Ti) 
1000 ta 
apem 11 (\ — 81 Umaxı \ ot 
Fülirt man ein ı >= . m so is! 
1000 la 
‚ eine durch die Konstruktion der Maschine 
festgelegte Größe. Es ergibt si:h dann weiter 
Na, C d [;* l. z4a ') == ( 1 " k; 5). 





Band 4 


, ist in Abb. 3 aufgetragen. Für jede An- 


i 


laufkurve ergibt sich hierbei eine Leistungs- 
spitze aus der Beschleunigung, die man aus 


dem Maximalwert von k, errechnen kann. Die 


erste Ableitung des Wertes: = a (tt !— Tr?!) 
nach # ergibt: 
d k; da : a 
= sl(2a—1)T’" — (a 1)rj=0 
dt fa’ ıT 


Hieraus folgt: 





0,8} 


0,6— 

















Na z (5, A, | 
£ z v : | 
=:o 02 0,4 0,6 0,8 
Ca IAA 367 

Abb. 


Wird dieser Wert in die Gleichung > einge 
selzt, so ersibt sich die Größe der Beschleuni- 
sungsspilze mil 


ı—1 
a 1 Ad 
Net: ix: C, a | 
[\\2a4—1 
3a | 
a 1 2 “ 
5 _ 3 | = (Ci -kymax 6). 


Die Zeit für das Auftreten des Maximal- 
| t a—ı\la 
wertes ergibt sich zu-e]l -( ; die 
ba 2a—1 
zu dieser Zeit erreichte Größe von k,, aus 
der die jeweilige Geschwindigkeit gemäß Glei- 
a 
chung 1 zu errechnen ist, beträgt: k, = 
2a—1 
In der folgenden Tabelle sind die Werte für 
die einzelnen Exponenten zusammengestellt: 








am 3 2.5 2,25 2 1.75 1.5 l 
k4max=| 0,978 0,570 0,815 0,772, 0,733 0,708 1 
t 


— | 0,263 0,324 0,365 0,423 0,498 0,603 1 
ta 


kı | 0,60 0,625 0,643 0,667 0,70 0,755 1 





In Abb. 3 ist die Kurve der Werte Aymax 
strichpunkliert eingetragen 
III. Das Minimum derPBeschleuni 


gungsspilze. Wie aus dieser 
Abb. 3 ersichtlich. hat die 


Kurve in 


Beschleunigungs- 
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spitze einen kleinsten Wert, der gemäß Glei 


chung 6 abhängig ist vom Exponenten a ls 
muß also die Gleichung 


a—]1 a da 1 
hy nAax Ad ( ) 7 | 
2a l 2a—1 


nach a 


dilferenzierl werden Zur Erleıichl: 
rung der Rechnung werde einselührt 


N 


a — 1 
A 
2a—ıi 
Es ergibt sich dann 
da 
dA= 
2)a— 1)? 


a 1 da 
q\ a ) gr 


2a 1 da 
und ebenso al = — 
a” a ) 


Hiermit ereibt sich 


d Ky max 


I j \ ’ 
= (40 —A « \(i+-1nA)=o0 


.s muß entweder (Ai " 









































1 
oder ] InA=0 sein Der erste Fall trit! 
A 
ein. wenn A 0 oder A n ist Ist A 0 
so ist a 1; ıst 4 N. so Ist auch a n 
Die Kurve besinnt ihren Verlauf im Bereich 
der endlichen Größen bei «a l mit kymax = 1 
und Jlau!t für a on ins Unendliche las 
\ırimum tritt ein. wenn 
1 a— 1 i 
| In ’(a=0Qist (@ 
(Al 2a — 1 
‚7; 
| 
7 
Ir —in 
ı. & 
l 
2 | 
| 
0 
| 
| 
-4 1-44 + Ä —- - 
| | | 
(RA 367) | | 
-6 | l B | 
Q=72 4,3 1,4 1,5 1,6 7,7 


Abb. 4 


Durch Auftragen der nach Gleichung 7 be- 


rechnelen Werte für a 12bisa 17 (Abb. 4 

erseibt sich nun, daß Gleichung 7 erfüllt ist und 

damit Aymax am kleinsten wird für a 1.14, 

nämlich Aymax 0.707 bei ı 0.368 und ent 
t ww; . r . 

sprechend 0,632. Der geringe Unterschied 
a 

segen die Werte für den Exponenten a 1:3 


läßt also die semikubische Parabel als die 
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ienice Anlaufkurve erscheinen, die den klein 
sten Wert der Beschleunigungsspitze ergibt 


IV. Die zeilliche Verschiebung und 
\nlaufspilze Während 
des Anlaufes setzt sich die erforderliche Lei- 
stung N. kW zusammen aus der bereits abge 
leiteten Beschleunigungsleistung Naı und der 
leistung Na zum Heben der Last mit der 
im entsprechenden Zeilpunkt vorhandenen Ge 
schwindigkeit v 


die Größe der 


Dieser Leistungesanteil berceh 


net sich aus 


‚_981 ( 
Nag kW = FR. 9 
1000 r 
981 Q 
’ ä k, Ümax ( 2 E k, (8), 
1000 r 


hierin ist O die Las!, n der Ge amtwirkungs 
srad: bei zweilrümmiger Förderung ist Q die 
Nutzlast, bei eintrümmiger Forderung oder bei 
zweilrümmiger Förderung ohne Unlerseil än 
dert sich die Last, in diesem Falle bestehend 
aus Nultz’ast, Schale, Hunden und Seil, wäh 
rend des Anlaufes infolge des Aufl- und Ab 
9,81 Q 


1000 7 


wickeln des Sei'es. (Cs 


* Umax ist, W ie 


auch die frühere Konstante (@, durch die Kon 
struktion Testgelesgt. 

Nas ergibt in jedem Falle eine Kurve, die 
ähnlich dem Wert Ak, nach Gleichung 1 en! 


sprechend dem Exponenten a verläuft, Ihr 

Maximum liegt stets bei I. und sie läuft 
ta 

bei allen Exponenlen a I waserecht in die 

l.eistung während des vollen Zuges ein Die 


kurve der Beschleunigungsleistungen Na, ısl 
stels ähnlich dem Kurvenwert %k, in Abb.» 
Da diese Kurven sämtlich einen Winkel mil 
der Abszissenachse bilden, kann die beı der 
\dddı 1on der beiden Kurven entstehende An 


lauflspitze niemals völlig zum Verschwinden 


kommen im Gegensalz zu der von Dipl.-Ing 
If. Fritze geäußerten Ansicht \uch wenn, 


wie ın Abb. 5 für die ım Abschnilt VII als Bei 
spiel näher behandelle Treibscheibenmaschine 
dargestellt, der Scheitel der Anlaulkurve hin- 
ter die Beendigung des Anlaules gelegt wird, 
so daß die Kurve für Na2 nicht wagerecht in 
die Leistung während des vollen Zuges über 
seht, verschwindet die Anlaufspitze nicht, da 
in diesem Falle am Ende der Anlaufzeit noch 
eine Beschleunigung, also auch eine Beschleu 
nigungsleistung vorhanden ist. Die Leistungs 
kurve bildet dann sogar slatt des allmählichen 
Ueberganges eine Ecke wie bei einer geraden 
Anlauflinie. 

Die Anlaufspitze ist also stets größer als die 
Leistung während des vollen Zuges Infolo: 
der Addi'ion der beiden Kurven liegt sie aber 
zeitlich später als die Beschleunigungsspitze 
Kür einen bes'Immlen Exponenten a wird di 
\nlaufspilze das Masimum der Kurve 

Na kW Naı m Na G.kı + (a: kı, 
wobei für k, und Ak, die Werte aus den Glei- 
chungen 5 und 1 einzuselzen sind. Es ist dem 
nach 

Na= Cr :a (t°!-7?°")) + (a (l—r°) (9), 





Er 220 


em. 
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die zeitliche Verschiebung der Anlaufspi!ze gegen 


— 
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AN. r die Beschleaunigungsspitze ermittelt werden 
G: (2a— 1)r?°"? (a—1)r°"? \us der Gleichung 10 folgt 
a (=, [(a—I)r!— Ra— 1)r“! 
C3 wit Durch Einsetzen dieses Werles ın die Glel 
ta 
| chune 9 ergibt sich 
Ich au vis Namax= CO (a—1)(r?r IL 11-76: (11). 
( 2a I) (a |)r°® ( T j 
(% Qi V Durch Einsetzen der Werte a und bezw. 
Führt man ein: 9 - ‚so ist " 
C, m N max ergeben sich die ın Abb. 6 dargestellten 
las als Beschleunigungsfaktor« bezeichnel Kurven für A Jedem der nach Gleichung (11) 
T ınn, gleichfalls eine Größe, die durch ermittelten Werte von %, entspricht gemäß 
ic Konstruklionsbedingungen der betrelfenden Gleichung /10) ein bestimmter Wert 3. Für eine 
Reihe solcher Werte 3 sind 
00 rin in Abb. 6 die Werte von 4; 
| verbunden, so daß hierdurch 
Scheitel Kurven der Anlaufspitzen für 
4 2 der Parobe) Nerschiedene Exponenten a 
| Ya ll — und 3=const. entstehen. Für 
| er ?—= 0 sind hierbei die Werte 
00| | der Tabelle in Abschnitt II 
| Mus | zu entnehmen, da nur die Be- 
schleunigungsleistung zur Gel- 
20 tung kommt. 
| V. Das Minimum der 
Anlaufspitze. Um den 
00 War | kleinsten Wert der Anlauf- 
' spitze entsprechend diesen 
| Kurven zu finden, ist das re- 
| - ET lative Minimum der Gleichung 
«< Ca :78% > - (11) unter gleichzeitigem Be- 
stehen der Bedingung der 
Abb. 5 Gleichung (10) zu ermitteln. 
Die partiellen Differentia- 
Maschine eindeutig festgelegt ist; sie wird um tionen der Gleichung (11) ergeben: 
je leichter die betreffende Maschine Bi. 0 
Verhältnis zur Last gebaut ist a =Lı(a-1)(2a-1)r°°®?-ı 3-2(a-1)° " 
is lolg nun 
5 | 5 rast 10 und 
n) ( l)? dä T A 2) UN Re u: # 
Nach dieser Gleichung kann für jeden Ex ri 1 +2(a-1)inz 
nonenten a und jeden Beschleunigungsfaklor 


-27° I! [1 +(a-1)Inz])+ Tr!) 
Die partiellen Differenliationen der Glei- 
chung 10 ergeben 


02 E : 
-— = — (a— 1) IT’?’+(Ra—1) tr“? 
Oq7 
und 08 
—=r!'—- (2a-—1l) tr!inv — 27°! 
Va 
> u : oO Na max u 3 
Es ergibt sich nun aus: +, — (0 
OT )T 


ein Zwischenwerl 


Derselbe /wischenwer!l eroıbl sıch Aus 
O Na max .UB 
(oa oda 


zu: 


x Tr“ 
i= 


a 


1 +2(a-1)Inr/j-2r’|1+(a-1)Inr]|+1 
2a—1)rt"Iinr+27°— 1 
Gleichselzen, Ausmulliplizieren und Vereini- 
sen der gleichnamigen Glieder ergibt 


| 


(1+1Inr) [Ba — 1) TR" —-2la-1) -—-1l=0 (12). 
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Fs ist entweder der erste oder der zweite 


Faktor dieser Gleichung () Der zweite 
Faktor ist eine quadratische Gleichung. deren 
t 
Lösungen T | ce] Isprec \lend =( und 
fa 
1 ' 
= V— sind. Diese Wurzel wird für 
2a—ti 
ungerade Exponenten a negaliv, für gerade Ex 
t 
ponenten imaginär, d.h | oler komplex 
fa 
Das Minimum der Anlaufspitze ist demnaclhh 


erreicht, wenn der erste Faktor 1 Inr =0, 


d.h. In r 1 ıst 


l)er entsprechende Werl ist 


_ 


0.308 odeı 


0.632. Dieser Wert ist derselbe. für den 
ta 
die Beschleunigungsspitze ihren kleinsten Wert 
mit dem Exponenlen a 1.14 erreicht Die 
kleinsten Anlaufspitzen liegen in Abb. 6 säml 
lich senkrecht übereinander, gleichgültig, wel 
chen Wert der Exponent a hat. Durch Ein 
selzen von T 0.368 in die Gleichung (10), er- 
oibt sich der Wert 3, für den jeder Exponent a 
den günstigsten Fall darstellt. Es ist demnach 
a — 1 
I — — (2a — 1) 0,368“! (13). 
0,363 
Nach dieser Gleichung kann für jeden Ex 
ponenten a der zugehörige Werl B ermittelt 
werden, der die kleinste Anlaufspitze erwarten 
läßt Aus der in Abb. 7 aufgetragenen Kurve 
kann umgekehrt für jeden Wert ß. der durch 
die Konstruktion festgelegt ıst, der gunstigst 
xponent a abgegrilfen werden 


VI. Berechnungsbeispiele. Eine zwei 
trümmise Trommelfördermaschine mit Unlerseil 
ohne Vorselese habe folgende Konstruktions 
daten: Nutzlast 0 2000 kg. Höchstgeschwin 

















\ N 
IN So m - un Q 
Q un “ 
rAkWwW 5 GES x / 
” BR N n>) N 
‚N NIS N] NN] u 
N Sı | | j 4 | 
a \ \ | | | , 
“ | Pad 
@ x 276 
m 
NarN 
r d = 2000 Ag 
| VW = 72 m/s 
| | | "max f. 
- 21: la-17 
> | 
| | | 
<- —925 — > | 7A 367) 
uneenein FD _—3 | 
— 1 8 Ss-—— 


digkeit Ymax —= 12 m/sek, Anlaufzeit /„ = 18 sek; 
der Wirkungsgrad belrase 0,85 und die gesami« 
uf das Seil reduzierte Masse 4100 ke m’! sek 


. . . . y 9,81 UYmaz” 
Hiermit ergibt sich: ©, - m — 324 
1000 ta 
v 9,81 Q 
und (= " Omax = 276. Der Beschleuni 
1000 r 
sungsfaktor beträgt: D 0.854 Nach Abb. 7 


läßt demnach der Exponent a 1.75 die klein 
ste Anlaufspilze erwarten, und zwar tritt dies 
ein bei f= 0,631 i, 1135 sek. Abb. 8 enthält 
das Leistungsdiagramm für den Anlauf Die 
Beschleunigungsspitze und die Zeil ıhres Aul 
tretens ergibt sich entsprechend der Tabellı 
in Abschnitt II. Die Größe der Anlaufspitze er 
gibt sich gemäß Abb.6. In Abb. 8 sind außeı 








7 
a | a@=-f/R) | 
2,5 | N er a 
| 
| 





| | 
5 "SAREEREN WERDEN _. VDE a 
T 























7, Sy | 
RA3EN 
4 l | 
0ß=? 2 3 4 5 


\bb. 7 


dem die Anlaufspilzen mit der Zeit ılıres Aul 
tretens für sämtiche behandeiten Exponenlen a 


eingetragen. Der Anlaulweg belrägl 8a 137 mn 
Im Gesensalz zu dieser verhällnismäß;i 


schweren Trommelmaschine soll auch für eın 
sehr leicht gebaute Treibscheibenmaschine mil 
Vorgelege der günstigste Exponent ermittell 
werden. Nutzlast. Höchstseschwindiekeit und 
\nlaufzeit sollen dieselben sein, wie beı deı 
Trommelmaschine. Der Wirkungsgrad soll ab 


einschließlich des Vorgeleges 0.72 betragen und 


- 
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RD m nn yo Ö 
I SU Und S 
JSoor KW sn mnm S 
I | eo 0 
" N Q c Y 
nn ri R N | 
x NENNEN IN] , | 
\ \ ul I i 
oo th } Er; # | 
—L_ | | 


3283 





300 


Q = 20001Ag 














200 | a 
Vnax = "2 m/s 
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Abb. 9 
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l 


cdıe sesamle auf das Seil reduzierte Mass« 
m 1750 ke m! sek? ls wird dann (, 138 
( 328 und B 2.37 


Nach Abb. 7 erhält man als günstigsten Ex 


ponenlen a 2,2, \bb. 9 enthält wieder das 
l.cistungsdiagramm und die Anlaufspilzen für 
samlliche Exponenlen. Der An'aulweg vergrö 
Bert sich auf 8a II) m Diese beiden Bei 


spiele sind «Als EINE besondi "> SUCINIWLETE tılııd 


eine besonders leichte Maschine ausgewählt 


In de meislen praklischen Fällen wird der 
u 1 e | \pPoıl ent OÖ in der Nähe von @ 2 
100% daß die gemeine Parabel unbelenklich 
enulzti werden kann, zumal infolge der ziem 
ich schwachen Krümmung der Kurven von / 
ur const ın Abb. 6 beı elwas falscher Wahl 
von a die Amaufspilze nicht wesentlich großer 
ıls die kleinste erreichbare ausfällt. Bei außer 
ewohnlich schweren oder leicht \laschinen 


dürfte aber die Ermiltluns und Verwendung 


der gelinsliestlen Anlaufkurve mit Rücksicht auf 
den Stroms!oß wohl angebracht erscheinen 


Berlin ‚eorse Karraß 367 


Einfache Ableitung der von Mohr ge- 
gebenen graphischen Darstellung des drei- 
achsigen Spannungszustandes. Der folgende 


Nachweis der von Mohr herrülrenden gra 
phischen Darstellung des dreiachsigen Span 
ungszustandes in einem Punkte durch Span 
ıneskreise!) wird wegen seiner Einfach 
et Interesse rc \Wır betrachten eın« 
Spannungszustand mit den Ilauptspannunge 
Or, Oy, I Di \ len Ilauplachsen genom 
enen Koordina’en «ines Punkles seien Tr,, 
r r \ul der Kuselfläche n’+rY +r?=1 
uchen wir den geomet'ischen Ort ter er Punkt 
ın denen die Normalspannungo uni dıe Schub 
spart ’ Il] der la I % lıaleben« lie Bedı 


+ T=ac+tb. .. (I) 


O0. Mohr, Abhandlungen aus dem Gebiete 
der technischen Mecharik, 2. Aufl., S. 192 Berlin 
1914. — A. Föpp]l, Technische Mechanik, 5. Bd,, 
2 Autl.,, S. 13. Leipzig 1918. — A.und L. Föppl, 
Dranze uni Zwang, 1. Pd. S. 11. München 1920. 


. 





erfüllen. wo a und 5b Konstante sind. Führt 
man 6 und r als rechtwinklise Koordinaten 
ein. so stellt diese Gleichung einen Kreis dar, 
(lessen Millpunkt auf der o-Achse liegt Die 
Komponenten der resullierenden Spannung s 
nach cen Pichturgen 7,.7>, Tr; sind Yı Or, rg 0,, 
Y30c,, so Jdab sıch 


2 u 


o 7} ‘ 9 f 0) « 
Er ge - rı"0r“ + r3°0,° .._ "3° 0," 


o=1n?'o. + ro, +r370 . (2 
ist, so erhält man durch Einsetzen dieser Aus- 
Irücke in die Gleichung (1) die Bedingung 

rı:0,(0.—a) + r2?0,(0,— a) 


+r?0.(0..-a) =b (3), 


die die Gleichung 


—_ 


einer Fläche zweilen Grades 
z.B. eines El ipsoids, mit Hauptrichtungen rach 
len Achsen r,.7,.r3 Ist. Diese Fläche schnei 
det die Kugel r,?+r9° +4 rs = 1 längs der ge- 
suchten Kurve, die also im allgemeinen Falle 
eine doppelt gekrümmte Raumkurve vierten 
Grades sein mub 

Wir suchen die Sonderfälle zu bestimmen, 


in denen diese Raumkurve sich in zwei ebene 


Kurven. also in zwei Kreise, zerlest. Dazu 
muß entweder \ die durch Gleichuns (3 
dargestellte Fläche eine Umdrehungsfläche 


sein. oder (B) si? muß an den Enden einer 
der Hauplachsen die Kugelfläche berühren. 

\. Die r,-Achse sei eine Umdrehungsachse 
Dann muß 0.(0,.— a) = o,(0,—a) sein, also 
a=0,+ 0,. Durch Variation von Db ereib! 
sich nunmehr auf der Kugelfläche die ganze 
Schar von Kreisen, die mit der r,rs-Ebene 
parallel sind {wie 4 in Abb.1 Da «a dabei 
konstant bleibt, so sind die entsprechenden 
Kreise in der st-Ebene {wie 4 in Abb. 2) kon- 
zentrisch 

B. Die dureh G’eichung (3) da'g.stellle Fläche 
berühre di® Kuge'fläche im Punkte € auf der 
r-Achse (Abb 1). Dazu genüst, daß o.(e. -a) 

b ist. Durch Variation von rund b mit Be- 
achtung dieser Bedingung ergeben sıch nun au! 
der Kugelfläche die Schar von großen Kreisen 
durch € {wie 5 in Abb. 1) und in der or 
Ebene eine entsprechende Schar von Kreis- 
bögen die vom Punkle = 9, r=0O ausgehen. 

Sonach bemerkt man in Abb. 1 und Abb. 2 
zunächst die Paare von zusammenhörigen 
Punkten A, RB, € und Kreisbögen 1. 2, 3. Am 
Punkte F in Abb. 1 ist nach Gleichung (2 


- 


o— 0, c0s?w + o, sin?y 


0; 4 G;; Oy Or 
= _ cos2 y 
) 


tv 








Abb. 1 
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Sonach ist der entsprechende Punkt F üı 
\bb.2 so zu bestimmen. daß der Zentriwinkel 
AHF >25 wird g 
nun der Zusammenhans in den beiden Abbil 
dungen zwischen den Punklen D und E und 
den Winkeln 9 und sonach zwischen den Kreis- 
bösen Aund5 und dena Punk'en G Der Punkt G 


) 


kann natürlich auch durch zwei Bösen voı 


Gleicherweise ersibt sıch 


der Art 4 oder durch zwei Bögen von der 
\rt 5 bestimmt werden Damit sind sämtliche 
mög!iche Formen dieser graphischen Darstel 
lung abgeleitet worden 


Universilv of lIllinois. Urbana. Illinois 


HI. M. Westersaard 15 


Zur graphischen Ermittlung der Beschleu- 
nigung. Von Herrn Professor Dr. Lauffer 
in Graz erhielt ich brieflich die Mitteilung 
einer kurzen Ableitung zweier Sälze, die s’ch 
auf den Geschwindigkeilsplan der Bewegung 
beziehen und 
zwar jener Schaulinie, die man erhält, wenn 


eines Punkles ın einer Ebene 


l 


man den um 90° sedlrehlen Geschwindigkeits 


vektor als Funktion des Ortes aufträgt 
/wecks kurzer Ausdrucksweise möge dieser 


Vektor mit v bezeichnet und die Schaulinie 
entsprechend der v-Plan des bewegten Punktes 
senannt werden! Dieser v-Plan hat die be- 
merkenswerle Eigenschaft, daß die Spitze des 
Beschleunigungsveklors für jede Lage des 
Punktes in der zugeordneten Normalen deı 
v-Plankurve liegt und damit zu einer einfachen 
zeichnerischen Ermi!llung des Beschleunigungs 
veklors führ!l 

Die Ableitung der Sätze, die Lauffer gibt, 
ist die folgende: »Bezeichnet a den Ortsvektor 
des bewesten Punktes A, so ıst die erste Ab 
leitung dieses Vekltors nach der Zeit der Ge 
schwindigkeitsvektor = v und die zweite Ab- 
leitung der Beschleunigungsvektora=p. Der 
Orisvek'or der Veklorspilze V’ (s.d. Alb.) deı 
um 90° sedrehlten Geschwindiskeit ist dem 
nach 


Durch Bildung der ers'en Ableitung nach 
der Zeil erhalten wir die Geschwindiskeit des 
Punkles V’ bei seiner Bewegung auf der Schau 


linie /v’ ls ist 


v=y- D+ı ! ; L >) 
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Durch Multiplikalion dieser Gleichung mil 


', d.h. Drehuns aller Vekloren um 90° und 
\uflösung der erhaltenen Gleichung nach p 
erhält man 


y=Vv-+i EEE N 
\nalog erhält man für die Schaulinie deı 
um 00? gedrehlen Geschwindigkeit 
"=a—d-i . . (la) 
und daraus 
Y v-i+-r".i . (3a). 
Der Inhalt der Gleichunsen 3) und (3a) 
lindel seinen Ausdruck in 
Satz 3 Konstruiert man für die Vektor 


spilze der um 90° gedrehten Geschwindigkeit 
eines Punktes die Schaulinie der um 90 
sedrehten Geschwindiskeil, so erhält man di 
Schaulinie der Beschleunigung des beweslen 
Punktes 

Als Folge erhalten wir 

satz 2 Die Spilze des Beschleunigungs- 
vektors eines bewegten Punktes liegt auf deı 
entsprechenden Normalen der Schaulinie der 
sedrehtlen Geschwindiskeil 








KAreızı] (a) 


\us diesen Sälzen leitet Lauffer unler Be 
nutzung des Krümmungsmiltelpunktes der Bahn 
eine Konstruktion des Beschleunisungssvektors 
ab, die sich im Wesentlichen mit der an ge 
nannler Stelle meines Lehrbuches der tech 
nischen Mechanık mi!geleilten deckt 

Von Wichtiskeil ist der Hinweis Lauffers 
wuf den Umstand, daß man nach Satz 2 den 
lindpunkt des Beschleunigungsveklors auch er 
hält im Schnitt der Normalen der beiden 
v-Pläne. die sich dadurch erseben. daß man 
die Geschwindigk:it auf dev 
nach beiden Seilen aufträst 


Dresden, Juli 1924 \J 
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KURZE AUSZÜGE 
Hydraulik. 


Messungen der Geschwindigkeitsvertei- 
lung in der Grenzschicht längs einer ebenen 
Oberfläche. Eingehende Messungen dieser 
Verteilung enthält die Dissertation von B. G 
van der Ileggse Zijnen und vorher eine 
semeinsam mil J. M. Burgers gemachte vom 


) Vergl. M. Grübler, Getriebelehre, S. 48, 
oder ausführlicher M. Grübler, Lehrbuch der 
teehnischen Mechanik, Bd. I, 2. Aufl., S. 44. 


läufise Milteilung (Verhandl. d. Kön. Akad. d 
Wiss. Amsterdam, I. Seklion, XIIL, 3: 1924 

Der experimentelle Fortschritt dieser Ar- 
mittels Pilotröhren 
durchselührlen Messungen. deren feinste von 
Stanton herrührten, beruht auf der Ver 
wendung des 


durch 


beilen über die früheren 


Hilzdrahtanemomelers«, «ines 
leinen, elektrischen Strom  erlitzten 
Drahles, Abkühlunse von der Strö 
mungsgeschwindigkeit der Lult an der betr 


dessen 
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Stelle abhängt. 
Temperalur 


somit. auf stationärer 


Geschwindigkeilsmessun- 


und der 


gehalten, 
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rücksichligung des laminaren Teils der Grenz- 
schicht zu erfahren hat, bezüglich des Dicken 


























gen geslatlet, die wegen der Feinheit des verlaufs der Schicht längs der Platte und des 
Drahles bis zu einem Abstand von nur Geschwindigkeilsgradienten an der Wand, noch 
005mm an die Wand heran ausgeführt wer- unter Berücksichtigung des beschleunigenden 
den können Die Messungen, die in «einem Kinflusses der Kanalwände, und findet schließ 
ur = u ® T ” 
| | 
+ + nme pP — 
+ + a - 4 
I 
Zn 2 + a 
N 
02 t I | | RR sit 
| | | | —=-V=800 cm/s 
07 | | 4 N Ei | EHER 35 I I 1 0 V100 » . 
| | | | | | | "+-V=2400 u» m 
| | | ıJ= 750cm 
_— ne — 4 4 l l 4 | i | B 1 ® 
PA483Z7| 4,5 70 1,5 2,0 ycm 
Bereich der äußeren Geschwindigkeit von 4 bis lich auch mit diesen Ueberlegungen befriedi- 
21 m/sek durchgelührt sind, zeigen deutlich, sende Uebereinstimmung der Messungen. Zwei- 
daß bei der Strömung längs einer glatten oder leilos liegt hier wertvollstes experimentelles 
auch rauhen Wand eine Grenzschichl existiert und auch theorelisches Material vor 
ın der die Geschwindigkeit von dem äußeren 
Wert wirklich zu Null absinkt Kın charak- 


teristisches Beispiel für die Größenverhältnisse 


zeigt die unten wiedergegebene Darstellung des 


(eschwindigkeilsverlaufs, abhängig von dem 
\bsland y von der Plalte 

Diese Grenzschicht ist bekanntlich früher 
von Prandtl und seinen Schülern auf der 
(Grundlage laminarer Strömung theorelisch un 
lersucht worden, während v. Kärmän aul 
der Grundlage lurbulenter Strömung das sou 


y!-Geselz für die Geschwindigkeilsverleilung 
aufgestellt hat. Die exakle experimentelle Un- 
lersuchung zeigt beides In «der unmittelbar 
sten Nähe der Wand die laminare Verteilung. 
wie sie auch von der Theorie gelordert wird: 
im weıleren Verlauf die turbulente Verteilung 
nach dem Kärmänschen Gesetz Die Grenze 
zwischen beiden ist, wenigslens der Größen- 
ordnung nach, so bestimmt, daß die Revy- 
noldssche Zahl, aus der laminaren Dicke 
und Geschwindigkeilsvertiilung berechnet, den 
kritischen Wert, rd. 2000 haben muB. Es 
liegt hiernach nahe, die Turbulenz überhaupt 
aufzufassen als aus Wirbeln zusammengeselzt, 
[für deren Ausdehnung, abhängig von der Ge 
schwindigkeil, eine bestimmte untere Grenze 
existiert Solche Wirbel können dann nur 


auftreten, Raum zu ihrer Entwick- 


lung ist 


wenn 


Der Verfasser gibt auch die Erweiterungen, 
die die Kärmänsche Theorie durch die Be- 


Ueber den Widerstand einer turbulenten 
Flüssigkeit. Dietheoretischen Untersuchungen, 


die J. M. Burgers über diesen (Gegenstand 
veröffentlicht (Kön. Akad. d. Wiss. Amster- 
dam; Proceedings, XXVI, 7und 8), können als 
eine Vorbereilung zu dem Versuch der sta- 


Iistischen Behandlung turbulenter Flüssigkeits 
strömungen gelten 

Er behandelt den Couetteschen Fall der 
Strömung zwischen 2 Wänden vom Abstand I, 
die sich mit der "Relativgesahwindigkeit V be- 
wegen und geht für diesen aus von den Rey- 


nolds-Lorentzschen Mittelwertbildungen ; 


I. der Gleichung, die die lamiare und die 
turbulente Reibungsspannung darstellt 
a daU 
Du u. 2 | rer (1), 
dy 
U(y) die mittlere Geschwindigkeitsverteilung, 
n Geschwindigkeit in der Längsrichtung x, 
v in der Querrichtung y; der Strich bedeutet 
die zeitliche Mittelbildung.) 2. Der Gleichung 
des energelischen Gleichgewichts der Wirbel- 
bewegung: 
| 
— jouv Br dy= u&?dy (2), 
dy : 
0 0 
[ Wirbelkomponente Durch Elimination 
von dU/dy und 5 und die Einführung Tol- 
voender wichligen, über die Kanalbreite er- 
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streckten Integrale, die für die Wirbelverteilung 
charakleristisch sind 

[ dy= oe; (uv’?dy=(1-+r) 0° 

. (3) 


@dy=xo \ 


nehmen die Gleichungen eine bemerkenswerl« 


Form an Dabei ist R die Reynoldssch« 
Zahl, € die Widerstandszahl des quadratischen 
Widerstandsgeselzes W CV?, und 6, rt, % sind 


nach Einführung dimensionsloser Koordinaten 
nur von der Verteilung der Wirbel, nicht vom 
absolulen Betrag der Geschwindigkeiten ab- 
hängig Es ergibt sich 

% 1 1 


ort— = (4); (=c+ (5). 
R? R R 


Gl. (5) bezeichnet der Verfasser wegen ihrer 
Wichligkeit als die »Hauptgleichung«; sie läßt 
unter anderem schließen (was übrigens be- 
kannt ist), daß eine proportionale Aenderung 
der Wirbelbewegung mit der Grundgeschwin- 
digkeit nicht möglich ist, daß also mit wach 
sender Geschwindigkeit das Strömungsbild sich 
nicht ähnlich verändern kann 

Das nächste Ziel der Arbeit ist nun die Er 
miltlung eines maximalen Wertes, den o, nach 
Gl. (5) der turbulente Reibungsteil, annehmen 
kann, unter Voraussetzungen, ganz im Sinne 
von Lorentz, dessen elliptischer Wirbel, 
mit geringfügiger Modifikation, auch hier zu- 
srunde gelegt wird. Und darüber hinaus soll 
eine Verteilung solcher Lorentzscher Wir- 
bel von verschiedener Intensität und räum- 
licher Ausdehnung über die ganze Flüssigkeil 
oesucht werden, so bestimmt, daß die Gl. (5 
schließlich das quadratische Widerstandsgeselz, 
d.h. € als eine von R unabhängige Konstante 
ergibt Das erweist sich in der Tat als mög- 
lich durch Einführung von Wirbeln, deren Di- 
mensionen nach einem bestimmten Geselz zwi 
schen der Kanalbreite und der Größenordnung 
der Grenzschicht variieren Damit liest ein 
bemerkenswerles Resultat dieser Ansätze vor 

Allerdings ist die gefundene Konstante grö- 
Ber als ihre empirischen Werte für glatte 
Rohre in dem hauptsächlich in Betracht kom- 
menden Gebiet der Reynoldsschen Zahl 
Und darin drückt sich eine Schwäche aus, 
die schließlich auch jeder rein slalislischen 
Theorie der turbulenten Strömung anhaften 
muß. Aehnlich wie die Aufgabe der Bestim- 
mung des Minimums von x (ein Varialions- 
problem, das im Wesentlichen von Orr und 
IIamel formuliert wurde), niemals zu etwas 
anderem als einer unleren Grenze, nicht dem 
wahren Wert der kritischen Reynoldsschen 
Zahl führen konnte, so kann eben auch die 
reine Statistik nicht die notwendigen Ein- 


r 


schränkungen für die Gestalt und Verteilung 
der Wirbel liefern Es mag sein, daß eine 
oeeignele Anwendung eines Maxwellschen 
Verleilungsgesetzes für die Wirbel. wie Bur 
gers andeutet, eine richlige Einschränkung 
der sonst nur durch die Hauptgleichung (4) 
beschränk'en Möglichkeiten biete. Wenn man 
auf diesem Wege zu dem wahren Werte des 
Widerstandskoeflizienten C käme, so wäre das 
ein erlreulicher Fortschritt Aber es dar! 
nicht vergessen werden, daß die wirklichen 
Formen von Wirbeln, die auftreten können, 
eben auch keine Lorentzschen elliptischen 
Wirbel sind, sondern solche, wie sıe durch 
die hydrodynamischen Gleichungen bestimm! 
sind Ob trotzdem, wie auch bei gewissen 
Analogien aus der Gastheorie, schließlich die 
Form der die Bausteine bildenden elementaren 
Wirbel von geringem Belang, und nur die 


Maxwellsche Verteilung das Ausschlag 
gebende sein wird, das muß erst die Zukunft 
lehren F. Noether. 48 


Abklingende Wirbelbewegung in zähen 
Flüssigkeiten, Zu den wenigen bekannten 
Beispielen exakler Lösungen der vollständigen 
Bewegungsgleichung.n zäher Flüssigkeiten fügt 
(G. J. Taylor eine sehr beachlenswerte Klasse 
hinzu ‘Philos. magsaz. 46, Nr. 274, S. 671 bis 
674 \Wenn man die Stromfunklion ı»b einer 
ebenen, nicht stationären Bewegung der Be- 
dingung unterwirft, daB VW?» (d.i. die Wir- 
belstärke) proportional ıb wird, so liefern die 
Bewegungsgleichungen lediglich die Bedingung 
Z Zähigkeitszahl) 

day s 
7 = ZKy mit Yiy=Ky. 
O0t 
Da die zweile dieser Gleichungen bei nega- 
iivem K die kleinen Schwingungen «einer elasti- 
schen Membran beherrscht. kann man zu jedem 
der zahlreich bekannten Fälle von Membran 
schwingungen einen entsprechenden Fall von 
Wirbelverlteilung in einer zähen Flüssigkeit an 
seben Die Wirbel bleiben aber in der Zeit 
nicht unveränderlich, sondern nehmen, wie 
die erste der angeschriebenen Gleichungen zeigt, 
exponentiell ab Die Analogie wird gestört 
durch eine gewisse Verschiedenheit in den 
Randbedingungen, wie auch durch den Um 
stand, dab die Superposilion von Lösungen 
aus dem elastischen Problem sich nicht auf 
das hydrodynamische überträgt. Als Beispiel 
gibt der Verfasser die Funktion 
v=A cos — cos TU 0 272 zZ 
d d 
die einer Wirbelanordnung in einem quadra- 
tisch geteilten Netz entspricht. 
Mises. 485a 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind durch die Sortiment-Abteilung des VDI-Verlages, 
Berlin SW 19, Beuthstraße 7, zu beziehen.) 


Dr. ALFRED BERGER, Die Prinzipien 


der Lebensversicherungslechnik. 


Erster Teil: Die Versicherung der normalen 
Risiken. Berlin 1923, Verlag von Julius Sprin- 
ger. VII —+- 244 Seiten. 


ls liegt uns hier ein Lehrbuch der Lebens 
versicherungsmalhemalik vor, welches in Ziel 
und Aufbau von den bisher in deutscher 
Sprache erschienenen Leurbüchern der Lebens 
versicherungslechnik weitestgehend abweicht 
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\Wührend die übliche Darstellung der Lebens 
versicherungsmalhemalik sich zum Ziele setzt 
den Leser in mehr oder weniser eingehender 
Weise mit dem Formelmaterial der Neltoprä 
ımienmelhode verlraut zu machen hat der 
\ulgsabe ar 


elll, dasjenige darzustellen, was In dem Vor 


\erlasser dieses Buches sich die 


lesungsprogramm mancher Hochschu!en unler 
lem Namen Belriebstechnik der Lebensver 
sicherung angekundıel wird oder etwa teil 


weise Gegens'and von Seminarübungen bildet 
Der Stoff bietet sieh also durch jene Pro 
bleme dar, welche auf Grund eines bereils 
vorbereileten Sysiems der Lebensversicherungs 
malhematik nach der Richtung der prakt'schen 
\nwendung der Versicherungsmathematik ent 
stehen Hs sınd dlıes vor allem die rasen 
der Tarılerste'lunge, der Metho:.en der Deckungs 
kapılalsbere hnune und deren Verwendung in 


dem Bereiche deı Ver 
Dividendenpolilik und di 


ıcherungesanslalten. dv 
Dividendenberech 
nung, das Storno, das Problem der minder 
werlisen und der Extrarisiıken. das Problem 
der Hückversicherung und der Invalidenvir- 
sicherung ın der normalen Lebensversiche 
I1ı1Nd 

Was auf den genannten Gebieten an Lile 
ralur den Versicherungslechnikern zueänglich 
ist, ıst zum größten Teile entweder auf spe 
zielle Verhältnisse zugeschnitten oder in frem- 
der Sprache und an milunter wenig leicht zu- 
;inelichen Stellen erschienen Daraus ergibt 
sich, dab der ganze Fragenkompliex dem Gros 
der Versicherungstechniker ein unbekanntes Ge 
biet ıst und auch solanse bleiben muß. als 


eine halbwegs erschöpfend: L.iteralurangab« 
über dıe Gegenstände, um die es sıch hier 
handelt, fehlt Ks muß a!so vorweg gesanl 
werden. daß der Verfasser mit der Heraus 
ıbe dieses Buches einem Bedürfnisse, wel 
ehes besteht, entgegensekommen Ist, dies um 
eher, a’s ınsbesondere alles, was an Lik 


tlur nur halbwees von Bedeutung ist, ver 
weriet und dureh Angaben beleg! ist 
Der ers’e Teil des Berserschen Buches 
hehandelt di 


die Berechnung des Deckungskapilals, die Er 


Berechnung der Tarifprämien., 


millluns und Verteilung des Gewinnes und d« 
Berechnung der Versichsrurgswerte hei vor 

eiliser Vertragslösung Der zweite Teil, wel 
cher, wie angekündigt, bald erscheinen soll 
\ 


wird die Versicherung der minderwerligen Le 


len, die Extrarisiken, die Theor'e von Risiko 
die Rückversicherunz und Invaliditätsver- 
sicherung behandeln 

Dem erschienenen ersten Teile sınd ei 


K“inleilung und ein besonderer Abschniılt vor 


ausgeschickt, in welcher der Verfasseı SEINEN 
Standpunkt bezüglich der Grundlagen der Le 
bensversicherunssmalhematlıik festleg! Ilier lin 
den sich tene Gedanken, di ıı den JLiehr 


büchern und Monographien der Lebensversiehs 


runesmalhemalik nıcht gebührend hervorgeno 


f 


ben werden, obwohl sıe schon seıl geraumeı 
Zeit als die richlige Grundlage für den prak 
ischen Betrieb der Lebensversicherung aner 
‚annt sind Damit sind die von Karup und 


|] | Kı e 3 e] seluhrt Il ik ıın INMUSV] lacen 
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gleich 


zweiter Ordnung und das Prinzip der 
bleibenden Ueberschüsse,. sowie ım allgemeinen 
die sosenannle Bruttomethode gemeint. Es ist 
nämlich ein längst anerkannter Grundsatz, dab 
es nicht richtig ist, die Lebensversicherungs 
malhematik ledielich als das Prodrkt der bo 
den Rechnungselementle Sterblichkeit und Zins 
[uß anzusehen und daß es auch nicht genügt. 
die Berücksichligung der Verwaltun:s onten mil 
der Bildung der sogenannlen Brullopräamien als 
erledigt anzusehen, sondern daß darüber hin 
tus die Berücksichlisung der Verwallungskoslen 
auch bei der Berechnung der Deckungskapı 
alien zu erfolgen hat, und überdies ein Prin 
zip aufgestellt werden muß, welches die An 
weisung gibt, was mit den planmäßigen Ueber 
schüssen in der Lebensversicherung zu ge- 
Anweisung gibt der Ver- 
a-ser mit dem Slichwort der »g'eichbleiben- 
welches letzten Endes ein 


en hal Diese 


den l’eberschüss« 


System der Prämienreserven und sonstigen 


Rück’asen erheischt. welches bewirkt ist durch 


die Forderung, daß die durchsechniltlichen 
rechnungsmäßigen Ueberschüsse der Einzelver- 
sicherung sämllich verschwinden \Wenn aiso 
damit gesagl ist, daß das Prinzip der Aequi- 
valenz zwischen Leistung und Gegenleistung 


> 


f 


liefer liegt, weil die Aequivalenz sämtliche 
leile der Prämie zu erlassen hat, die nicht 
seschalfen 
sind, und weil a’so auch die Verwendung der 


serade für reine Sicherhei!szwecke 
Ueberschüsse planmäßig vorge orgt sein muß, 
so lolst daraus, daß die »vorhandenen Rück 
asen für jeden Zeitpunkt der Versicherungs 
Durch 
schniltsversicherung im Vereine mit der künf 


m 


dauer einer Einzelversicherung als 
lisen Prämieneinnahme des Versicherers gerade 
hinreichen müssen, um die künfligen Ver- 
pflichtungen des Versicherers zu decken Zu 
diesen Verpflichtungen des Versicherers gehört 
h die planmäßige Erzielung und Ver 


) 


aber rule 
wendung von lUeberschüssen 

Diese Gedanken sind, wie bereils angedeutet, 

keineswegs neu Auf ihnen ist insbesondere 

Reform der Rechnungs- 

srund'asen der Gothaer Lebensversicherungs- 


auch die bekannte 


hbank« durch Karup aufgebaul Ks liegst aber 
ı der Natur der Sache, daß diese letztere 


Reform keineswegs allgemein verwendbare 
ri nungserundsätze aufgestellt hat und «es 


ist das hauptsächlichste Verdienst des vorlie 
senden Buches, daß es für das Eindringen der 
leberzeusungs in weite Kreise sorsen kann, 
daß das Problem der Ueberschußpolilik einen 
Grundpfeiler der 
betrifft. 

Im einzelnen sei besonders auf die ein- 
'ehend und erschöpfende Behandlung ver- 
schiedener für den Bureaube'rieb der Lebens- 


l,ebensversicherungstiechnik 


technischer 
\ulgaben hingewiesen Kin Beispiel hierfür 


versicherungsans!allten wichtiger 


ist die Besprechung der Gruppenmethoden. 
in weiteres Beispiel auch die Besprechung 
der Näherungsmeihoden der Prämienreserve. 
Interesse werden weiter auch für den prak- 
lischen Betrieb jene Gedanken haben, welche 
Berechnung der Abfin- 
dungswer.e, sowie über den sogenannten Storno 


ler Verfasser über die 
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oewinn Außer! In dieser letzteren Frage zeigt 
es sich. wie fruchtbar es ist. an ein Problem 
mit einem allgemeinen Gedanken heranzutreten, 
wie es eben jener des von Berger lormu 
lierten Aequivalenzbegriffes ist. Von diesem 
Gesichlspunkle aus ist die von allen Versiche 
rungstechnikern in der Praxis empfundene Un 
gerechligkeit jeder Schablone, also auch der 
Schablone für die Berechnung der Rückkaufs 
werte so verständlich, daß der Wunsch nach 
einer sänzlichen Befreiung von diesen, leider 
in Aufsichtssesetze eingedrungenen Zwangsvor 
schriften sicher in nicht zu ferner Zeit sein 
lrfüllung finden muß. 

Wie wohl nicht zu vermeiden ist, werden 
Kinzelne I>« 
trelfende Darstellungen Widerspruch auslösen 
Insbesondere wird das 
alles, was auf Dividendenberechnung und -aus- 
schüttung Bezug hat, vor allem einer manl- 
pulativen Vereinfachung zu unlerziehen Ks 
ist wohl mit Sicherheit anzunehmen, daß das 
von manchen Seiten zulage gelegt? 
an der Nettomethode tro!z aller wohlerkannten 
l’ehler festzuhalten, 
mit dem Widerstand gegen di: 
Behandlung der Brultomethode mindestens zum 
Teil zu erklären ist. 
von Ber 
wiß nicht danach angetan, sofort oder bald die 


manche prinzipielle oder das 


Problem entstehen. 


Bestreben 
derselben psychologisch 


komplizierte 


Das absprechende Urteil 
ser über die Stornosewinne ist ge 
Richtung der Lebensversicherungstechniker zu 
bestimmen, wenngleich jeder Prakliker fühlt, 
daß hier mit sicherer Hand auf di 
Stelle in dem Verkehr zwischen Versicherungs 


wunde 


nehmern und Versicherern hingewiesen is! 
Gleichwohl wird sich niemand dem glänzenden 
Eindruck, welchen die von Ueberzeugungstreue 
selragenen 


verschließen können 


Darstellungen Bergers machen. 


Nochmals sei besonders auf die reichen 
l.iteralurangaben, welche alleın nahezu füni 
Druckseilen ausfüllen, hingewiesen. Auch sonsl 
ist die Darstellung eine außerordentlich sorg- 
fällige und, was vom Slandpunklte des Lehrers 
oewiß begrüßt wird, eine verständliche, also 
für den Jünger der Versicherungsmalhematik 
ebenfalls durchaus zugängliche. 
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ALFRED MANES, Versicherungswesen. 
Erster Band Allgemeine Versicherungslehr« 
XIV 4 2318 /weiler Band 
sicherungsliehre, AIV 2537 5 
Siebentes und achtes 


Besondere Ver 

Vierte neu 
durchgeselhiene Auflage 
Tausend. Bd.9 von Teubners Handbücher für 
Handel und Gewerbe Verlags und Druck von 
B. G. Teubner. Leipzig-Berlin 1921. 

Vor ungefähr Jahresfrist war Gelegenheit, 
anläßlich des Erscheinens der 3. Auflage die 
ses Handbuches die Bedeulung desselben als 
enzyklopädische Dars'ellung des Versicherungs 
wesens zu würdisen. Es gelangen in diesem 
Handbuche die begrifflichen und historischen. 
die organisalorischen, wirtschaftlichen und 
technischen Frasen des Versicherungswesens 
im Allgemeinen und der einzelnen Versiche- 


rungszweige im Besonderen zur Besprechung. 
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\nläßlich des erwähnten Refera'es über die 
3. Auflage /s. diese Zeitschrift. Bd.3, S. 323 bis 
324 wurde auch darauf hingewiesen, daß, 
Buch noch Lücken aufzuweisen 
habe, dies darin gelegen sei, daß die Einwir 
kungen der umwälzenden wirtschaftlichen Er 
ecignisse der allerleizten Jahre auf das Ver 


wenn das 


sicherungswesen in ihm entweder überhaup! 
nicht oder nicht genügend gewürdigt seien 
Diese erwähnten Lücken sind anläßlich der 
überraschend schnell nolwendis gewordenen 
Neuauflage des Handbuches in ziemlich zu 
[riedenstellendem Maße ausselüllt worden. Di 
hauptsächlichste Ergänzung, welche der Ver 
[asser angebracht hat, besteht darin, dab er 
sowohl in dem allgemeinen, a!s auch in dem 
sonderen Teile der Nevuveinstellung der Be 
Itriebstechnik Erwähnung getan hat, welch« 
durch das Entstehen de: 
luten und durch das Vorwärlsschreiten deı 
Entwertung derselben nolwendig geworden Is! 
Da der Verfasser sich die Aufgabe gestellt hat, 
diesen Erweilerunsen seiner Darstellung mög 


ka) 


minderwerligen Va 


lichst unler Beibehaltung des früheren Satzes 
soerechl zu werden, sind die erwähnten Zu 


seraßlt 


salze sehr kurz und prägnant 
Im Einzelnen is! 
wert, daß beinahe bei jedem Versicherungs 


zweise der wertbesländigen Versicherung ge 


besonders hervorhebens 


Verfasser mit we 
Andeulun 
ven hinausgekommen; die großen Schwierig 


dacht ist Freilich ist der 
nigen Ausnahmen nicht uber bloße 
keilen, denen die Ausführung der Idee der 
werlbesländigen, der Goldmark der Index 
versicherung u. derg!. besegıe., kommen wenig 
zur Geltung Desgleichen ist das Valutapro 
blem, das durch den Zerfall von Oesterreich 
Ungarn enistanden ist und auch für die deut 
schen Lebensversicherunesanstalten nicht be 


. . 
langlos ıs! 


überhaupt nicht berührt Die Be- 
deulung der Valulaentwertung aul die innere 
Organısalion und die Finanzpolitik, insbeson 
dere der Lebensversicherungsanslalten. ist nuı 
nebenbei vestreift 

Daß das Handbuch von Manes dıe zwei 
lellos sehr schwierige Aufgabe, die sich der 
Verfasser gestelit hat, in ausg.zeichneter Weis: 
se!löst hat, beweist der Umstand, daß die Neu 
aullage so bald noiwendig geworden is! Der 
Wunsch, daß dem Buche große Verbreitung 
zuteil werde, kann auch jetzt wieder ausge 
sprochen werden anta 131 


FUKUHEI TAKABEYA, japanischer a. o 
Professor und Dr.-Ing. an der Kaiserl. Kyushu 


Universität, Japan Zur Berechnung des 
beiderseits eingemauerten 


> 


irägers 
unter besonderer Berücksichtigung 
der L Mit 28 Textabbildungen 
und 2 Formeltafeln Berlin 1924. Verlae von 
Julius Springer. I\ >28 


äangskrafll 


\Man bezeichnet ın der Festliekeilslehre einen 
Träger als 


ım Auflagerquerschnitt die Tangente an die 
Trägerachse bei der Formänderung erhalten 


vollkommen eingespannt«, wenn 


bleibt, als [reigelagert«, wenn bei einem 


l'esllager und einem Bewegungslager) eine freie 
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l:instellung bei der Durchbiegung möglich ist 
In praxi kommt häufig ein Zwischenwert die- 
er beiden Grenzfälle vor, der sogen beil- 
(räger. Man pflegt dann 
o zu rechnen, daß man der jeweiligen Aus- 
Yührung entsprechend 


weise eingespannle 


zwischen den Grenz- 
werten interpolierl, wenn man «es nicht sogar 
vorzieht, für jeden Querschnitt den ungünsti- 
seren Fall der Rechnung zu unterlegen. Infolge 
der Durchbiegung entsteht durch den Wider- 
stand des Einmauerungsmaterials eine Längs- 
kraft im Träger, die aber vernachlässigt wird. 
| unterzieht sich in einer 
beiderseits #«ingemauerten 
räger der Aufgabe, den Einfluß dieser Längs- 
kraft festzustellen Für einen an den Enden 


F. Takabeya 
Studie über den 


durch eine Längskraft und ein Biegungsmo- 
ment ergrilfenen Stab, der in der Mitte eine 
ıinzellast trägt, werden bei Annahme einer 
l,.ängsverschiebung der Verlauf der Ausbiegun- 
genund der Biegungsmomente bestimmt. Sind 
die Längsverschiebung und der Neigungswinkel 
der elastischen Linie beim Auflager bekannt, so 
können Längskraft und »Einspannungsmoment 
berechnel werden. Die Verschiebung läßt sich 
aus der Konslanz der Bogenlänge finden, Ta- 
kabeya bestimmt sie mit Hilfe des Satzes 
der virtuellen Verrückungen und zeigt, daß 
es für praklische Zwecke ausreichend ist, als 
Hlauplträger einen gebogenen Träger zu be- 
nülzen, dessen Ordinaten gleich den halben 
Durchbiegungen sind 
Und nun die Ergebnisse der Rechnung, denn 
nur diese sind hier von Interesse. Beim voll- 
kommen eingespannlten Träger ist der Einfluß 
der Längskraft, wie ein Beispiel /S.27) zeigt, 
außers!t gering. Sind bei einem Träger beider- 
seils unverschiebliche Gelenke vorhanden, so 
kommt der Verfasser bei dem in der Mitte 
durch eine Einzellast beanspruchten Träger 
zum Resultat, daß sich die Spannungen bei 
Vernachlässigung der Längskraft halb so groß 
ergeben, wie sie in Wirklichkeit sind (S. 33). 
Dies ist ein Irrtum Denn man berechnel, 
wenn die Endmomente null sind und die 
L.ängskraft nicht berücksichtigt wird, den Trä- 
ser doch nie als eingespannt, sondern als frei 
gelagert und erhält dann als Spannung gerade 
den doppelten Wert von jenem, den Taka- 
beya nach der »üblichen« Methode bestimmt 
Das sind die beiden exakt behandelbaren 
Grenzfälle Sonst ist man bei nachgiebigem 
Kinmauerungsmalerial auf mehr oder weniger 
willkürliche Annahmen bezüglich der Längs- 
verschiebung des Trägers und der Verdrehung 
der Endtangente angewiesen. Wir wollen da- 
her ganz im Gegensalz zu Takabeya zu- 
sammenfassen: die in praxi übliche Rechnungs- 
weise mil Vernachlässigung der Längskraft ist 
vollständig entsprechend 
Ratzersdorfer. 401 


ERNST RICHARD NEUMANN, o. ö. »Pro- 
fessor der Mathematik an der Universilät Mar 
burg. Vorlesungen zur Einführung in 
die Relativitätstheorıe. Mit 39 Abbil- 
dungen im Text. Jena 1922, Verlag von Gustav 
Fischer. VII--228S. Grundzahl brosch. 4,50 M 


Mathematik und Mechanik 





Band 4 


Zahlreich sind die Bücher über Relativitäts- 
theorie. Teils machen ihre Verfasser rück- 
sichtslosen Gebrauch von den ihnen selbst zu- 
sänglichen malhemalischen Hilfsmitteln. Teils 
wieder verzichten sie ganz auf die Mathematik 
und gestalten so nur einen Blick von der Tür 
ins Haus. Der Verfasser des vorliegenden 
juches will nur in die Grundgedanken und 
den Aufbau der Theorie einführen. Er will 
das Werden der malhematischen Theorie dar- 
stellen und ihre Entwicklung aus den allgemei- 
nen physikalischen und erkenntnistheoretischen 
Grundlagen schildern, Gerade die Leser dieser 
Zeilschrift werden es ihm Dank wissen, daß 
er nur das notwendige mathematische Rüstzeug 
verwendet. 

Es ist bescheiden genug. Wer differenzieren 
kann und weiß, was ein Integral ıst, wem 
die Anfangsgründe der Differenlialgeometrie 
und Variationsrechnung nicht zu schwer vor- 
kommen, und wer soviel analylische Geomelrie 
versteht, wie ihm der Lehrer auf der Schule 
beizubringen versuchle, wird den Ausführungen 
Neumanns mit Verständnis und Genuß fol- 


gen können Die Hilfsmittel der Flächen- 
theorie werden ausführlich dargeslellt. Sie 


werden zwar nicht alle abgeleitet, aber erklärt 
und dem Verständnis nahe gebracht, weil dies 
für den Aufbau der Darstellung nützlich ist. 
Bei den Anfangsgründen der Varialtionsrech- 
wäre vielleicht eine kurze Andeulung über die 
Herleitung der Eulerschen Gleichungen oder 
eine Literalurangabe am Plaltze gewesen. Denn 
es wird dem Leser das Verständnis nicht er- 
leichtern. wenn er S. 192 die dunkle Wendung 
liest, daß sich die Bogenlänge bei kleinen Va- 
rialionen nicht ändere Auch die Redensarl 
von den unendlich kleinen Verrückungen bei 
der Besprechung der infinitesimaleı Parallel- 
verschiebung wird gerade dem Leser, der eine 
strenge mathematische Schule passiert hat, das 
Verständnis erschweren. Hier ist eine Stelle, 
wo der Hinweis auf die Differenlialgleichung, 
die längs gegebener Kurve zu integrieren ist, 
der Hinweis auf analoge Verhältnisse beim 
CGauchyschen Integralsatz, trotz einer Heran- 
ziehung weiterer mathematischer Mittel dem 
Versländnis nur hälte förderlich sein können. 

Solche Mängel im Einzelnen wiegen gering 
gegenüber der Klarheit und Schärfe, den 
der Aufbau des Buches als Ganzes zeigt. Die 
echt pädagogischen Tendenzen der Darstellung, 
das Verweilen des Verfassers bei Dingen, von 
denen anzunehmen ist, daß sie dem Leser 
Schwierigkeiten bereiten können, die Flüssig- 
keit der Darstellung, machen das Buch zu 
einer wertvollen und zugleich auch angeneh- 
men Lektüre. 

Der Aufbau gliedert sich im Einzelnen kurz 
wie folgt: Nach einem Ueberblick über die 
klassische Mechanik, wird die Frage disku- 
tiert, ob der Aether ruht. Die Widersprüche, 
die die Betrachtung aufdeckt, bringen das 
kunstvolle Gebäude der klassischen Mechanik 
zum Einsturz, und so taucht als erlösender 
Gedanke der Gedanke Einsteins auf, dab 
eine Kritik des Begriffes der Gleichzeitigkeit 
die Schwierigkeilen beheben kann. Auch der 
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Finsteinschen Theorie liegt der Gedanke 
einer absoluten Zeit und eines absuluten Rau- 
mes zugrunde Es sind nur gewisse Bezugs- 
systeme, die so aneinander gekoppelt sind, dab 
der Ausdruck der Nalurgeselze in allen der- 
selbe ist. Der Ableitung der Transformations- 
[ormeln der Bezugssysleme ist ein besonderer 
Paragraph gewidmel, in dem man vielleicht 
bemängeln kann, daß die Differenzierbarkeil 
der Transformalionen unmotiviert auftritt. Eine 
Darstellung Minkowskischer geometrischer 
und mechanischer Gedanken schließt den Ab- 
schnitt über die spezielle Relativilälstheorie. 

Der Wunsch, beliebige Bezugssysleme zuzu- 
lassen, die Abhängigkeit der Gravilationswir- 
kungen vom Bezugssysteme andererseils, findet 
einen ersten Ausgleich im Einsteinschen 
Aequivalenzprinzip, das aus der Gleichheil von 
schwerer und träger Masse entspringt. Aber 
es ist nur ein Ausgleich, denn dabei geht 
die Invarianz der Nalurgeselze bei beliebiger 
Aenderung des Bezugssysiemes verloren. Der 
Ersalz liegt in ihrer Kovarianz zu den Gra- 
vitatlionswirkungen. Aus einer Analogie zur 
llächentheorie gewinnt der Verfasser die Mittel, 
den Leser spielend mit der analylischen For 
mulierung des Gravitalionsfeldes vertraut zu 
machen. Das Analogon des Trägheilsgeselzes 
fließt aus derselben Quelle Eine geschickte 
Darstellung der Tensorrechnung gibt die Mög 
lichkeit, die Differentialgleichungen des Gra- 
vilationsfeldes zu gewinnen. Aber hier sind 
nach meinem Empfinden alle Uebergänge viel 
weniger motiviert als bei der Darstellung der 
speziellen Relativitätstheorie Um so mehr 
hälte hier ein Eingehen auf die physikalischen 
Auswirkungen der Theorie einen Ausgleich bie- 
len können Hier enttäuscht der Verfasser 
elwas, da er nur ein ganz weniges über die 
Planetenbewegung vorbringt und andere physi 
kalische Prüfsleine der Theorie ganz übergeht 
Der kurze Ausblick auf die Weylsche Theorie 
ist wieder wohlgelungen. Ein Sachregister würde 
vielen Lesern willkommen sein 
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OSCAR SCHLÖMILCH, Kompendium der 
höheren Analysis in sechster Auflage bear- 
beitet von Dr. ADOLF KNESER, Geh. Regie- 
rungsral, Professor an der Universität Breslau, 
Dr.-Ing. e.h., korrespondierendem Mitglied der 
Preuß. Akademie der Wissenschaften. Erster 
jand. Mit 91 Abbildungen. Verlag von Friedr 
Vieweg & Sohn A.-G. Braunschweig 1923. 6195 
Grundzahl geh. 16M. 

Man muß dem Viewegschen Verlag Dank 
wissen, daß er, zweiundvierzig Jahre nach dem 
Erscheinen der lelzten, fünften Auflage, das 
berühmte Buch jelzt neu aufgelegl hat, und 
Herrn Kneser werden die zahlreichen An- 
hänger des Schlömilchschen Kompendiums 
dankbar sein, dab er die Mühe einer gründ- 
lichen und doch schonenden, die Eigenart dos 
Werkes im ganzen erhaltlenden Neubearbeilung 
auf sich genommen hat. Und es gab wirklich 
vielerlei zu verbessern, teils altlbekannte Fehler, 
die von dem Kompendium aus sogar an man- 


che weit verbreilete Lehrbücher übergegangen 
waren, leils Unschärfen in den grundlegenden 
Definitionen und Lücken in der Beweisführung, 
die den heuligen Ansprüchen nicht standhalten 
Von den ersten ist beispielsweise namentlich 
bekannt die fehlerhafle Erklärung der Stelig- 
keit: f(x) slelig, wenn f(x —+- 9 f(x —y) mil 
y und d gleichzeilig verschwindel, was höch- 
stens für hebbare Unsletigkeilen brauchbar ist, 
aber doch z.B. in dem Lehrbuch von Kie- 
pert-Stegemann jahrelang weilterverbreilet 
worden war Mit fast allen solchen Unzu 
länglichkeilen ist in der neuen Auflage aul- 
seräumt worden, oine daß dadurch moderne 
llaarspaltereien in das Buch hineingekommen 
wären, die seiner Bestimmung, dem Physiker 
und Techniker eine »gründliche Kenntnis der 
nalurwüchsigen analylischen Gebilde und Sicher 
heit im analylischen Rechnen zu geben«, nich! 
entsprochen hälten Hinzuselügt ist am An 
fang eine elementare Theorie der irralionalen 
Zahlen und daran anschließend eine elemen 
tare Begründung der Eigenschaften der Wur 
zeln, Logarithmen und Irigonometrischen Funk- 
lionen; erlahrungsgemäß pllegen zwar diese 
Betrachlungen den Physiker und Techniker 
kalt zu lassen, aber sie sind doch für ıhn 
»nülzlich und gul zu lesen«. Sehr zu begrüßen 
ist dagegen die Aufnahme der Integralsätze von 
Gauß,Green und Stokes sowie der Grund 
lagen der Potentlialtheorie. Der Abschnitt über 
Differentialgleichungen ıst leider stark gekürzi 
worden, insbesondere ihr dadurch manches 
Iehrreiche Beispiel Schlömilehs verloren 
gegangen. Auch scheint mir die Behandlung 
der elementaren Inlegrationsverfahren unter 
dem Gesichtspunkle der Lieschen Translorm 
lionsgruppen hier nicht am günstigen Plalze 
zu sein So nützlich die Lıieschen Anschau 
ungen Für die Beziehungen zur Geometrie sind 
lür den Techniker und Physiker kommen sie 
doch wohl nur selten in Betracht: wichtiger 
sind für ihn Reihenentwicklungen und Nähe 
rungsverfahren, vor allem das Verfahren der 
auleinander folgenden Näherungen durch Qua 
draluren. Von diesen wird nur gelegentlich 
des Beweises für die Existenz der Lösungen 
linearer Dilferenlialgleichungen Gebrauch ge- 
macht und nur ın besonderer Form. ohne 
daß das Verfahren als solches und seine Wich- 
ligkeit und allgemeine Bedeutung hervorgeho- 


ben wäre Da ich nun einmal beim Khrilti- 
sieren bin, mögen zunächst noch ein paar 
Linzelheilen erwähnt werden. Die Bezeich- 
nung lim/(x)=b sollte besser durch die 

x a 
man kann wohl sagen heule üblichere 


lim f(x) = b ersetzt werden, die jedenfalls 
zu 

genauer und gerade für den Techniker und 
Physiker warnender zum Ausdruck bringt, 
daß eben r+ta ist. Das Zeichen — ist übri- 
sens auf Seile 14 erklärt, wird aber, soweit 
ich gesehen habe, nirgends weiter benulzt. 
Die auf Seite 161, $ 25 gegebene Erklärung 
der Einhüllenden als Grenzlage des geometri- 
schen Orts der Schniltpunkle benachbarler 
Kurven einer Schar ist bekanntlich nicht weil 
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genug ie versast z. B. schon bei der Schar 
der Krümmungskrei e einer einsinnig gexrümm 
len Kurve, die ja säm!li:h einander umschlie 
hen, sich also überhaupt nicht schneiden und 


trolzdem die Kurve als Hüllkurve besilzen 
e.ıtbehrliche 
remdwörler auch der Fachsprache zu ver 


Das Bestreben des Bearbeiter;s. 


meiden, olıne in Uebertreibungen zu verfallen, 
Ist sehr zu begrüßen: einsinnig s!tatt monolon, 
leilinlegralion statt partielle Inlegralion, Wech 
sel der Veränderiicen stalt Substitution, und 
vieles andere; aber Seile 59) sind die »sepa 
rierbaren Dilferenlialgieichungen stehen ge 
blieben, was heute dech kaum noch gesagl 
wird 

Bleibl noch ein Schlußwort über das Werk 
im Ganzen Schlömilehs Kompendium ist 
ein klassisches Werk, man braucht es also 
nicht erst zu emplehlen, wie elwa ein neues 
oules Buch unter den tausend anderen über 
Ilöhere Analysis Aber es war schon fast 
verschollen und vergessen, und unsere Slu 
ddenien von heute mußten es auf den Biblio 
Knesers Kunst hat ihm 
ein IIClICS l,eben seveben. \löoe der vorlie 


ee) 


theken entdecken 


voende erste und der hoffentlich bald folgende 
zweite Band der neuen Bearbeitung sich eine 
neue Gemeinde von \Verehrern schaffen, wie 
es der alte Schlömilch vor mehr als einem 
\enschenaller ge'an hat R. Rothe 104 


Dr. F., JUNKER, Rektor des Realgymnasiums 
und der Oberrealschule ın Göppingen (Würl 
lemberg Höhere Analysıs. Zweiter Te 
Intesralrechnung.- Mit 50 Fisuren ım Text 
Vierte verbesserle Aullage. Sammlung Göschen 
Walter de 


Berlin und Leipzig 1925 Gruyter 


X (Lo. 325, 

Gerade weil das bekannte Bändchen deı 
Sammlung Göschen so sehr verbreilel ısl 
hätlen in der neuen Aullage eine Reihe Rück 
stländiskeilen verbessert werden sol!en. Vor 
allem fehlt zu Anfang (S.6) der Hauplsalz 
der Integralrechnung, daß alle Inlegra'e eines 
segebenen Differenlials aus einem von Ihnen 
durch Hinzulügung einer willkürlichen Kon 
slanlen gelunden werden 
lion« ist kein richtiges Deutsch, Teilintegra 


Teilweise Integra 


lion oder unvollstländige Integration wäre 
besser. Wenn man (8.46) von hyperelllipli 
schen Funktionen spricht, sollte man sie auch 
richlige erklären, was dort nicht geschehen 
ist. Auf 8.60 ist dF ydx als »llächen 
elemen! bezeichnel; nun ,gilt z.B. für die 
Ordinale 9, des Schwerpunkles cines homo- 
senen ebenen Hllächenstücks die Formel y,T 
== ydF S. 102, Gleichung (1)); selzt man 
für dF den obigen Wert ein, dann erhält man 


Yof /?d«, 


nur die Hällte davon' sein so!l Das komml 


während es nach Formel (5 
davon! Und darüber hillt auch nicht die Be 
merkung aul 8.102 hinweg, wo das Momen! 
zu Hilfe geholt wird Die Integration ralio 
naler Funklionen ist dagegen auf rd. 30 Seiten 
in überflüssiger Breile behandelt. 


R. Rothe 10 
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H. E. TIMERDING, Dr. phil., o. Professor 
an der Technischen Hochschule zu Braun 
Mathematik \ıt 192 Textabbil- 

Handbi li stıek lur 
Fin Hand- und Narlıschligebuch für 


schweig 
| ildungen Baningenieure 
Studium 
Robert 
Professor aı der 
lechniselhen Hochschule zu Hannover. I. Teil 
Hilfswissenschalten. Verlag von Julius Sprin- 
ser, Berlin 1922. VI — 212S 


und Piraxis llerausgegeben von 


O)tzen. Geh. Resierung rat, 


Dem Verfasser war hi:r die Aufgabe gestellt, 
auf einem engen Raum einen Ueberblick über 
die wichtigsten Gebiete der Ingenieurmathe 
malik zu geben Das konnte natürlich nur 
durch Verzicht auf die Angabe der Beweise 
und bBegründungen geschehen. 


\ber auch dann noch war die Aufgabe 
schwierig und heikel Und nur ein pädago- 


oisches Geschick. wie es der Verfasser schon 


t 


olt gezeigt hat, konnte ein so ansprechendes, 
vielseiliges und dabei sachlich im allgemeinen 
lehlerfreies Werk von bescheidenem Umfang 
zu Wege bringen, dessen Beschaffung jedem 
Ingenieur emp’ohlen werden kann. Zur Kenn- 
zeichnung des Inhalts seien die Kapitelüber 
schriften mi!geteill: Arithmelische und alge 
braische Elemente Klemente 
Raumgeometrie. Besondere 
Probleme der Raumgeonelrie. Diflferenlialrech- 
nung. Integralvechnung. 


(eomelrische 
bene Geometrie. 


Geomelrische Anwen- 
dung der Di’ferential- und Integralrechnung. 
Dilferentialg'eichungen Vekloren 

R. Rothe 105 


Dr. E.MACH, weil. emer. Professor an der 
Univershäl Wien. Populär-wissenschafl- 
lIıche Vorlesungen. Fünfle vermehrte und 
(durchgesehene Auflage. Mit 77 Abbildungen 
in Text und 7 Tafeln. Leipzig 1923, Verlag 
von Johann Ambrosius Barth. AI -+- 6288. 

Von den rühmlichst bekannten populär- 
wissenschaftlichen Vorlesungen erscheint jelzt 
nach dem Tode des Verf. eine von s.'ınem Sohn 
herausgegebene neue Auflage, die durch einige 
wertvolle Beiträge, die hauptsächlich nach der 
biolosischen Richlung gehen, ergänzt ist. Die 
heihe der Zusälze wird eröffnet durch einen 
Aufsatz »Allerlei Erfinder und Denker«, der 
ın außerst lebendiger Form Erfahrungen, die 
der Verf. als langjähriger Professor der 
Physik mit berufenen und unberufenen Erfin- 
dern gemacht hat. wiedergibt. Es schließen 
sich daran Aufsälze aus verschiedenen Teilen 
der Psychologie über psychisches und orga- 
niseches Leben, über den Zusammenhang zwi 
schen Physik und Psychologie, endlich einige 
vergleichende tier- und menschenpsychologische 
Skizzen, zu denen Felix Mach sehr anschau- 
liche Illustralionen beigefügt hat. Zusammen 
mil den aus den früheren Auflagen bekannten 
\ufsälzen, die sich mit malhematischen und 
physikalischen Grundbegriffen beschäfligen, bie- 
let das Buch eine solche Fülle von wertvoller 
\ulklärung im besten Sinne des Worles, daß 
es niemand ohne großen und dauernden Ge- 
winn aus der Hand legen wird. Die wissen- 
schaftliche Literatur Deutschlands und der 
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anderen Nationen besitzt nur ganz wenige 
Bücher, die sich diesem populären Werke des 
großen Physikers und Philosophen an die 
Seite stellen lassen. Mises. 418 

JOSEPH PETZOLDT, Die Stellung der 
Relativitätstheorie in der geistigen 
Entwicklung der Menschheit, Zweite 
verbesserte und vermehrte Auflage. Verlag 
von Johann Ambrosius Barth. Leipzig 1923 
IV —- 98S. 

Unter den zahlreichen Schriften zur Rela- 
tivitätstheorie, die weniger physikalischen als 
philosophischen Inhalts sind, bildet die vor- 
liegende eine erfreuliche Ausnahme, da sie 
von einem in jeder Hinsicht berufenen Ver- 
fasser herrührt. Petzoldt, der ein Schüler 
und unbedingter Anhänger von Ernst Mach 
ist, versucht, die Einsteinsche Theorie in 
den Entwicklungsgang der physikalischen An- 
schauungen des letzten Jahrhunderts einzuord- 
nen. Es ist hier nicht der Ort, auf den sach- 
lichen Inhalt des kleinen Werkes näher ein- 
zugehen, das jedem, der sich für die grund- 
sätzlichen Fragen physikalischer Erkenntnis in- 
teressierl, warm empfohlen werden kann. So- 
viel sei nur gesagt, daß sich die Darstellung 
des Verfassers gleich fernhält von der nebel- 
haften Allgemeinheit der zahlreichen philoso- 
phischen Anhänger und Gegner der Relativiläls- 
theorie wie von der für weitere Kreise unver- 
sländlichen (an sich natürlich sehr berech- 
tigten) Formelsprache der Mathematiker und 
Physiker. Mises. 439 


©. BACH und R. BAUMANN, Elastizität 
und Festigkeit, die für die Technik 
wichligsten Sätze und deren erfahrungsmäßige 
Grundlage. 9. vermehrte Aufl. Verlag J. Sprin- 
ger, Berlin 1924. 687S. 2 Buchdrucktafeln 
und 25 Tafeln in Lichtdruck. Preis 24M. 

Von dem wohlbekannlen und vielverbreiteten 
Buch, dessen 8. Auflage in dieser Zeitschrift 
Bd. 1, S. 486—487 besprochen wurde, ist jetzt 
die 9. erschienen. An dem Inhalt und der Aus- 
stattung ist nicht viel verändert worden, doch 
haben die Verfasser in dankenswerter Weise 
den Bemerkungen, die hinsichtlich der Be- 
handlung der Knickung hier gemacht wor- 
den sind, zum Teil Rechnung tragen. Das 
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Werk wird zweifellos auch in der neuen Auf 
lase die großen Dienste leisten, die es seit 
seinem ersten Erscheinen im Jahre 1859 aul- 
zuweisen hal. Mises. 450 


Dr. Dr.-Ing. AUG. FÖPPL, Professor an der 


Technischen Hochschule in München, Geh. 


Hofrat und Dr. LUDWIG FÖPPL, Professor 
an der Techn. Hochschule in München 
Drang und Zwang. Eine höhere Festig- 
keilslehre für Ingenieure. Mit 70 Abbildungen 
im Text. Erster Band. Zweite Auflage. Ver 
lag von R. Oldenbourg, München und Berlin 
1924. XI 3598. Geh. 14M, geb. 15 M 

Daß nach so kurzer Zeit eine Neuauflage 
Drang und Zwang 
erforderlich wurde, ist doppelt erfreulich. Man 
wird einmal die Verfasser zu ihrem Erfolg: 


des ersten Bandes von 


beglückwünschen müssen, noch mehr aber es 
als ein schönes Zeichen für den Stand der 
wissenschaftlichen Bildung deu'scher Ing nieure 
besrüßen, daß ein Buch von so hohen An- 
lorderungen so reichlich Absatz findet Die 
Verfasser haben nur wenig an dem Text der 
ersten Auflage zu ändern gehabt, es aber ver 
standen, durch Aufnahme einiger Zusälze, na 
mentlich über die Mechanik der bleibenden 
Formänderungen, mit dem Fortschritt der For 
schung völlig Schritt zu halten 

Hoffentlich folgt auch bald der zweite Band 
ın Neuauflage und hoffentlich wird das Werk 
auch weiterhin gleichen Anklang und gleiche 


g 
Verbreilung finden. wie bisher. Mises 136 


PH. FORCHHEIMER, Hydraulik. 2. Auf- 
lage. Verlag von B. G. Teubner, Leipzig-Berlin 
1924. X-- 566 S. 355 Texlfiguren 

Das ım Jahre 1913 zum ers'enmal erschie- 
nene Lehrbuch der Hydraulik, das das ge 
samte bis dahin aufgehäufte empirische Ma 
terial zusammenfaßte, ist jetzt in einem ana- 
statischen Neudruck wieder erschienen. Man 
mub hieraus erkennen, daß ein lebhafies Be 
dürfnis nach einem solchen Werk besteht 
Freilich sind die Fortschritte der Hydraulik 
in den letzten 10 Jahren so bedeutend ge- 
wesen, daß man eine gründliche Neubearbei- 
tung, die der Verfasser auch in Aussicht stellt, 
recht dringend erwarlen wird Mises. 456 


NACHRICHTEN 


G. J. Wallenberg FT. Im November d. Js. 
starb der o. Honorarprofessor der Mathematik 
an der Technischen Hochschule Charlolten- 
burg, Dr. Georg Jakob Wallenberg. Er 
war im Februar 1854 in Preußisch-Slargard ge- 
boren, hat in Heidelberg, Berlin und Halle 
Mathematik studiert und sich im Jahre 1906 
als Privaldozent an der Technischen Hoch- 
schule in Berlin habilitiert. Seit 1890 war 
er auch als Lehrer an verschiedenen höheren 
l,ehranslalten Berlins tälig. Eine Reihe von 
Abhandlungen Wallenbergs aus dem Ge- 
biete der Funktionentheorie und der Diffe- 


renlialrechnung sind in verschiedenen mathe- 


malischen Zeitschriften erschienen Sein be- 
sonders bevorzug es Arb itsgebiet bildeten die 
Dilferenzengleichungen, über deren 


Theorie er gemeinsam mit Alf Guldberg, 
Chrisliana, im Jahre 1911 ein Lehrbuch ver- 
öffenllichte. Unsere Zeitschrilt verdankt ihm 
einen wertvollen, im zweiten Helft des ersten 
Jahrgangs erschienenen Bericht über diesen 
Gegensland, der in neuerer Zeit wachsende Be- 
deutung innerhalb der technischen Mechanik 
gewinnt. 184 
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August Föppl F. Anläßlich des 70. Ge- 
burtstages des am 12. August ds. Js. verstor- 
benen Münchener Gelehrten, August Föpp!l 
hat Hr. Schlink-Darmstadt in dieser Zeit- 
schrift!) das Leben und Wirken dieses hervor- 
ragenden Vertreters der technischen Mechanik 
eingehend geschildert Als Ergänzung hierzu 
mas das im folgenden abgedruckte Verzeich- 
nis der wissenschaftlichen Veröffenllichungen 
"öppls die umfassende Lebensarbeit des Ver 
storbenen vor Augen führen 


A. Leipziger Zeit 1877 bis 1894. 

a Veröffentlichunsen in Buchform. 

I. Die graphische Lösung technischer Aufga- 
ben, Leipzig 1877. 

2. Neue Trägersysteme für eiserne Brücken 
leipzig 1878. 

3. Anhang zu Naviers Baumechanik 
Hannover 1879. 

t. Theorie des Fachwerks 

5. Theorie der Gewölbe 


2. Aufl. 


Leipzig 1880. 

Leipzig 1881 

6. Leitfaden und Aufgabensammlung für den 
Unterricht in der angewandten Mechanik 
2 Teile. Leipzig 1890. 

7. Maxwellsche Theorie der Elektrizität. Leip- 
zig 1894. 


b) Abhandlungen in Zeilschrillten 

bautechnischen Inhalts. 

1. Vorschläge für die Konstruklion eiserner 
Bogenbrücken. 2 Aufsälze Deulsche Bau- 
zeitung 1875. 

2. Elliptisches Kappengewölbe über einem un- 
regelmäßig fünfseiligen Raum. Jlaarmanns 
Zeitschrift für Bauhandwerker 1877, 

3. Konstruktion der Futtermauern. Zivilinge- 
nieur 1878. 

I. Der Träger mit 6 Gelenken. Zivilingenieur 
1879. 

5. Ueber das räumliche Fachwerk. Kine 
Reihenfolge von Aufsätzen in der »Eisen- 
bahn«. Bd. XV, XVI, XVII. 1881 bis 1882 
und in der »Schweizerischen Bauzeilung 
1883 bis 1801. 

6. Ueber das Vial 
1881. 

7. Zur Fachwerkstheorie. Schweizerische Bau- 
zeitung 1887. 

S, Windverstrebungen einlacher eiserner Bal- 
kenbrücken. Zivilingenieur 1889. 

). Ueber das Flechtwerk Schweiz. Bauzei- 
tung 1891. 

10. Ein neues Ueberdachungssystem für weil 
gespannte Räume. Deu's-he Bauzeitung 1891. 

1. Ueber die Eisenkonstruklionen der Markt- 
halle zu Leipzig. Zivilingenieur 1891. 

12. Ueber die Festigkeilsverhältnisse einer Bol- 
zenverbindung. Schweiz. Bauzeilung 1891. 


Schweizerische Bauzeilung 


c) Abhandlungen elektrotechnischen 
Inhalts. 
1. Die Zukunft der Elektrizitätslehre. Schweiz. 
Bauzeitung 1887. 
2. Einfluß der Belastung auf die Stromkurve 
einer Wechselstrommaschine. Elektrotech- 
nische Zeitschrift 1890. 


I) Diese Zeitschr. 3 (1923), S. 481 bis 483. 
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Aufspeicherung des Wechselstroms. E!ektro- 

techn, Zeitschrift 1890. 

4. Ueber die günstigste Lage einer elektrischen 
Zentralstation. Elektrotechn. Zeitschrift 
18590. 

5. Deutsche Patentschrift Nr. 53537. 1890. 

6. Ueber magnetische Ströme. Elektrotechn. 

Zeitschrift 1891. 


d) Abhandlungen rein physikalischen 
Inhalts. 
Sämtlich abgedruckt in Wiedemanns Annalen 
der Physik und Chemie. Die Nummern geben 
die Bände an. 
I. Verfahren zur Bestimmung des Maximums 
der galvanischen Polarisation. 27. 1886. 
2. Absolute Geschwindigkeit des elektrischen 
Stromes. 27. 1886. 

3. Verteilung der elektrischen Ladung in den 
l.eitern. 29. 1886. 

4. Die Elektrizität als elastisches Fluidum. 
31, 1887. 

>. Die Leistungsfähiskeit des Vakuums. 2 Aul- 
sätze. 33 und 35. 1888. 

6, Versuch einer malhematischen Theorie der 
Gasenlladungen. 34. 1888. 

Ferner: Ueber die Mechanik «des Pflügens. 
Zeilschr. f. wissenschaftl. Landwirtschaft. 
1893. 


B. Münchener Zeit 1894 bis 1924. 

a) Veröffentlichungen in Buchform. 
I. Geometrie der Wirbelfelder. Leipzig 1897. 
2. Technische Mechanik. Leipzig. Bd. 1: Ein- 

führung in die Mechanik. 1. Aufl. 1898, 
7.Aufl. 1921. Bd. 2: Graphische Statik. 
1. Aufl. 1900, 6. Aufl. 1922. — Bd. 3: Festig- 
keitslehre. 1. Aufl. 1897, 9. Aufl. 1922. 
Bd. 4: Dynamik. 1. Aufl. 1899, 7. Aufl. 
1923. — Bd. 5: Die wichtigsten Lehren der 
höheren Elastizitätstheorie. 1. Aufl. 1907, 
4. Aufl. 1922. — Bd. 6: Die wichtigsten Leh- 
ren der höheren Dynamik. 1. Aufl. 1910, 
4. Aufl. 1921. 

3. Gemeinsam mit L. Föppl: Drang und 
Zwang. 2 Bände. München 1920. (2. Aufl. 
1924). 

4. Gemeinsam mit OÖ. Föppl: Grundzüge der 
Festigkeils'ehre. Leipzig 1922. 

9. Mitteilungen aus dem Mechanisch-Techni- 
schen Laboratorium der Techn. Hochschule 
München. Neue Folge. Hefte 24 bis 33. 
München. 


b) Abhandlungenin Zeitschriften. 

1. Ueber die Konstruktion weit gespannter 
Hallendächer. Zivilingenieur 1894. 

2. Bericht über die Prüfung von Monier- 
Decken. Südd. Bauz. 1895. 

3. Das Problem der Lavalschen Turbinen- 
welle. Zivilingenieur 1895. 

4. Ueber den ruhigen Gang von schnell umlau- 
fenden Hängespindeln. Zivilingenieur 1895. 

>. Vereinfachte Darstellung meiner Theorie 
der Lavalschen Turbinenwelle. Zivilinge- 
nieur 1896, 

6. Scheinbare und wahre Zuglesligkeil des 
Zementes. Tonindustriezeitung 1896. 
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10. 


11. 


13. 


14, 


Prüfung von Metallen auf ihre, Härle. 
Zentralblatt d. Bauv. 1896. 

Prüfung eines Satzes der Fachwerkstheorie 
durch den Versuch. Zentralblalt d. Bauv 
1896, 

Die Berechnung von Röhren und anderen 
ringförmigen Körpern auf Druck in einer 
Durchmesserebene. Zentralbl. d. Bauv. 
1896, 

Die Zugfestigkeit des Zementes. Zentral- 
blatt d. Bauv. 1897. 

Zum Begriff der Elastizität. Zentralblatt d 
Bauv. 1897. 

Versuche über die Elastizilät des Erd- 
bodens. Zentralblatt d. Bauv. 1897. 

Ueber eine mögliche Erweiterung des New- 
tonschen Gravitationsgesetzes. Bayr. Ak. d 
W. 1897. 

Ziele und Methoden der technischen Me- 
chanik. Vortrag auf d. Nalurforscher-Vers 
in Braunschweig. Jahrb. d. deulschen 
Math.-Ver. 1897. 

estigkeitsprüfung von Gußstahlkugeln. Bau- 
materialienkunde 1808. 

Die Zugfestigkeit steinarliger Massen. Zen 
tralblatt d. Bauv. 1898. 

Ueber die mechanische Härte der Melalle, 
insbesondere der Stähle Annalen d. Phy- 
sik 1897. 

Nachruf auf Gustav Wiedemann. Elektrot 
Zeitschrift 1899. 

Bruchgefahr und Spannungszusltand. Vor- 
(rag auf der Naturforscher-Vers. in Mün- 
chen. Zentralblatt d. Bauv. 1899 und Bau- 
materialienkunde 1900. 

Ueber die Reibung in Brückengelenken 
Zentralblatt d. Bauv. 1901. 

Zeichnerische Berechnung der Zimmermann- 
schen Kuppel. Zentralblatt d. Bauv. 1901. 
Das Pendeln parallel geschalteter Maschi- 
nen. Elektrot. Zeitschrift 1902. 

Die Mechanik im 19. Jahrhundert. Akade- 
mischer Vortrag. Jahresbericht der Techn. 
Hochsch. München 1902. 

Lösung des Kreiselproblems mit Hilfe der 
Vektorenrechnung. Z. f. Math. u. Phys. 
1902. 

Ein Salz über die Festigkeit der Kessel- 
böden, Zentralblalt d. Bauv. 1903. 

Eine Näherungsformel für die Berechnung 
von Kettenlinien. Zentralblatt d. Bauv. 
1903. 

Die Theorie des Schlickschen Schiffskrei- 
sels. Z. d. V. d. I. 1904. 

Ueber einen Kreiselversuch zur Messung 
der Umdrehungsgeschwindiskeit der Erde. 
B. Akad. d. W, 1904 und Physik. Z. 1904. 
Ueber absolute und relative Bewegung. B 
Akad. d. W. 1904. 

Ein Versuch über die allgemeine Massen- 
anziehung. Phys. Z. 1905. 

Ueber die Torsion von runden Stäben 
mit veränderlichem Durchmesser. B. Akad 
d. W. 1909. 

Die Beanspruchung auf Verdrehen an einer 
Uebergangsstelle mit scharfer Abrundung. 
Z. d. V. d. 1. 1906. 
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33. Die Prüfung von Straßenbausteinen auf 
Widerstandsfähigkeil gegen Stöße. Zentral- 
blatt d. Bauv. 1909. 

34. Zur Theorie des Kreiselwagens der Ein- 
schienenbahn. E.T. Z. 1910. 

35. Die Sprödigkeit von Glas. B. Akad d. W. 
1911. 

36, Die Biegung einer kreisrunden Platte. DB 
Akad. d. W. 1912. 

37. Die Lösung der Spannungsaufgabe für das 
Ausnahmefachwerk. B. Akad. d. W. 1915 

38. Beilrag zur Berechnung des Ausnahmefach- 
werks. Olto Mohr-Festschrift. 1916 

39. Ueber den elastischen Verdrehungswinkel 
eines Stabes. B. Akad. d. W. 1917 und 
Stahl und Eisen 1918. 

40. Der Drillungswiderstand von Walzeisenträ- 
gern. Z.d.V.d.I. 1917. 

41. Die Beanspruchung eines Slabes von ellip- 
tischem Querschnilt auf Drillen bei be- 
hinderter Querschnittswölbung. B. Akad. 
d. W. 1920. 

12. Wissenschaft und Technik. Vortrag in d 
Akademie d. Wissenschaften 1920. 

43. Versuche über die Verdrehungssteifigkeil 
der Walzeisenträger. B. Akad. d. W. 1921 

I. Die Widerstandsfähigkeit von genielelben 
Trägern gegen Verdrehen. Der Bauinge- 
nieur 1922. 

15. Verdrehungsversuche mit Stäben von kreuz- 
förmigem Querschnitt. Z. d. V. d. I. 1922. 

46. Der Schubmesser, ein neues l’einmeßgeräl 
für Festigkeilsversuche. B. Akad. d. W 
1923. 


München. L.. Föppl. 468 


Versammlung in Innsbruck September 
1924. Im Nachtrag zu dem im Heft 5, S. 447 
veröffentlichten Protokoll sei hier noch eine 
kurze Inhaltsangabe der vier Vorträge gegeben, 
die sich mit Problemen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und Statistik befaßten. Wir ent 
nehmen den Bericht einem Aufsatz von Hrn 
W.Lorey in der Versicherungs-Wochenschrift, 
Bd. 1, S. 209. 

Böhmer: Ueber die Axiome der Wahr 
scheinlichkeitsrechnung. 

Den Axiomensys’emen von G.Bohlmann 
Röm. Math. Kongreß 1909) und von R. v. 
Mıses (Math. Zeitschr. 5, 1919) ist es ge- 
meinsam, daß bei der Wahrscheinlichkeits- 
definition das Laplacesche Schema der mög- 
lichen und der günstigen Fälle aufgegeben 
ıst. Da der Ereignisbegrilf bei Bohlmann 
nicht näher erklärt wird, bei Mises aber 
durch die Axiome mit definiert wird, stellt 
das Misessche System «eine Tieferlegung 
des Fundaments dar. Sie wird durch die 
Einführung eines idealen Kolleklivbegriftes 
erreicht, der durch zwei Hauptforderungen 
axiomalisch erklärt wird. Der idealen Ope 
ralion der Erhebung eines Kollektivs werden 
dadurch gewisse Eigenschaften zugewiesen ; 
und zwar folgen aus der ersten Forderung 
zwei, die man als die Axiome der Bestimml- 
heit der Verteilung und der Besltimmilheilt 
des Merkmalbereiches bezeichnen kann. Die 
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zweile Misessche Forderung der zulässigen 


\uswahl ist so weit gefaßt, daß es keine 
Urliste gibt, die der zweiten Forderung ge 


Auswahl so 
einschränken. daß man erstens die Auswahl 


nügt, \Man kann indessen die 


einer aritlhmelischen Reihe von Elementen 
zuläßt, und zweitens die Erhaltung der Uı 
listeneigenschaft fordert, wenn man die Aus 
wahl unter Zuhilfenahme «eines unabhängig 
erhobenen Kolleklivs vornimmil Von den 
beiden so aus der zweiten Forderung en! 
springenden Axiomen besagt das eine, das 
der Regellosigskeil, daß die Urliste von jeder 
Periodizität freı ist. während das zweiıle eine 
\rt Gruppeneigenschalt für die Verknüpfung 
unabhängiger Kolleklive postulier! 


(G(umbel (Heidelberg 
Iheorie der Sterbelafeln. 


Untersuchungen zur 


\n Stelle der Gompertz-Makehamschen lFor- 
mel wird mit Benutzung der Lebenserwartung 


die Gleichung Er) = E(o) (1 abge- 
w 


leitet, in der die Konstanlen eine biomelri- 
sche Bedeulung haben. Vergl. Zeitschrift 
lür die ges. Versicherungswissenschaft, Okto 
ber 10924 


In der Diskussion Htralen Böhmer und 
Blaschke Wien) für die wegen ihrer prak 
lischen Verwendbarkeit so wichtige Gonmipertz 
\lakehamsche Formel ein. 

l.orey (Leipzig Was versteht man unter 
malhematischer Statistik 


\usgehend von der ablehnenden Hallung 
vieler Vertreler der S8Stlatistik in Deutschland 
segenüber der Mathematik wird an Beispie 
len aus der neuesten stalistischen Literatur 
oezeigt, welche Unklarheiten durch unzure! 
chende mathematische Kenntnisse entstehen, 
und wie sich unfruchtbares Material in den 
\emiern anhäuft \nslalt einer Definition 
les Begriffs »malhematische Stalıstlik \Witt- 
stein, Blaschke, Hagström) hält Vortragen- 
der es für richtiger, an der Hand z.B. des 
eben im  Aultrag des National 


herausgegebenen 


Research 
Council amerikanischen 
Handbuchs der Malh. Stalistik aufzuzählen, 
womit sich die Math. Statistik als notlwen- 
dive Hilfswissenschaft der Stalistlik beschäf- 
lıot Wie ım Anfang des vorigen Jahrhun- 
derts die von der ohne Zahlen arbeitenden 
Universilälsstalistik heftig bekämpften poli- 
lischen Arithmeliker und Tabellenstatistiker 
doch gesieglt haben, so wird der jelzt be- 
stehende Gegensatz schwinden, entsprechend 
dem Prosramm der seit 1920 erscheinenden 
inlernalionalen von Gini in Padua heraus 
oegebenen stlalislischen Zeitschrift \letron 
Riebesell (Hamburg Die Bedeulung der 
malhemalischen Statistik für neuere lFformen 
der Feuerversicherung 
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Es wurde auf die bedauerliche Tatsache 
hingewiesen, daß bisher nur die Lebensver- 
sicherung mathematisch behandelt ist. An 
Beispielen wurde gezeigt, daß die Sachver- 
sicherung in mathematischer Beziehung voll- 
kommen in den Kinderschuhen steckt. Durch 
neuere Formen in der Feuerversicherung 
Versicherung auf erstes Risiko, Franchise, 
Kollektiv-Rückversicherung, Hauslebensveer- 
sicherung, werden die Sachversicherer end- 
lich gezwungen, sich der Mathematik zu be- 
dienen Es wurde gezeigt, wie diese For- 
men der Versicherung rechnerisch zu be- 
handeln sind und was geschehen muß. um 
die Grundlasen für eine wissenschafltliche 
Behandlung der Sachversicherung überhaupt 
zu gewinnen. 181 


= 


Ausschuß für technische Mechanik. Im 


abgelaufenen Geschäftsjahre wurden wieder 


eine Reihe wertvoller Vorträge gehalten. Am 
29. Oktober 1923 sprach Dipl.-Ing. L ehr über 
Auswuchltmaschinen«; der Vortrag ist in der 


Zeitschrift »Belrieb« veröffentlicht. Am 3. De- 
zember 1923 berichtete Hr. v. Mises über 
Knicksicherheit von Gliederträgern« in Aus- 
[ührunge des ersten Teils der in dieser Zeil- 
schrift 1925, 8.405, veröffentlichten Theorie 
der Stabilität elastischer Systeme Am 7.Ja- 
nuar 1924 folgte ein Vortrag von Hrn. Dr.-Ing. 
R. Sonntag über \Windsaugwirkungen an 
Dächern und Gebäuden« mit zahlreichen Licht- 
bildern: der Vortrag ist im »Zentralblatt der 
Bauverwallung«, Bd. 44. Helft $S, und in der 
Zeitschrift für Flugtechnik und Motorluft- 
schiffahrt«, Bd. 15, Heft 3/4, veröffentlicht. 
Am 28. Januar hielt Dr.-Ing. Kretschmer 
einen Vortrag über »Neuartige Anwendungen von 
nomographischen Rechenverfahren«; seine Aus- 
führungen werden zum Teil in dieser Zeit- 


schrift veröffentlicht werden. Am 25. Februar 
sprach Hr. Reißner über »Das Erddruck- 
problem«; der Vortrag wird in einem der 


nächsten Helte unserer Zeitschrift erscheinen. 
\m 24. März begann Hr. Prof. Dr. W.Hort eine 
Vortragsreihe über »Das Schwingungsproblem 

\ın 5. Mai behandelte Hr. Dr. W.Birnbaum 
den Gegenstand weiter. Am 7. Juli nahm Hr. 
Ilort seinen Vortrag wieder auf. Am 16. Juni 
und 21. Juli trug Hr. Dr.-Ing. G. Flügel (jetzt 
Professor in Danzig) über »Praklische Anwen- 
dung krummliniger Koordinaten« vor. Auch 
dieser Vortrag soll in einem der nächsten 
Hefte dieser Zeitschrift zur Veröffentlichung 
kommen. 484 


Ludwig Föppl. An Stelle des kürzlich ver- 
siorbenen Geh. Hofrates Prof. Dr. August 
"öppl in München ist sein ältester Sohn, 
Ludwig Föppl, der auch sein Nachfolger 
im Lehramt an der Münchener Hochschule 
ist, in die Reihe der ständigen Mitarbeiter 
unserer Zeilschrilt «eingetreten, deren Namen 
wir aul dem Titelblatt der Hefte führen. 


(Redaktionsschluß 22. Dezember 1924.) 


Verantwortlich: für die Schriftleitung Professor Dr. von Mises, Berlin W 30, Neue Winterfeldtstraße 43; 
für den Anzeigenteil Fritz Noack, Berlin-Niederschönhausen, 
VDI-Verlag G.m.b.H., Berlin. — 


Druck von A. W. Schade, Berlin N 39. 
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° RECHEN- STÄBE 


Neben dem normalen technischen Rechenstabe werden folgende Spezial- 
rechenstäbe fur Mathematiker, Physiker, Ingenieure hergestellt: 


375 (System Rietz) mit kubischer Teilung: liefert a, Va, a °, a ’ mit 
eıner Läuferstellung. 

376 mıt kubıscher und serinrehäk Teilung: hefert außerdem a-b-c 
und a:(b-c) mit einer Schieberstellung, ferner zahllose hohere Potenzen 
und Wurzeln. 

378 mıt neuer log-log-Teilung: liefert alle Potenzen und Wurzeln von 
e, die natürlichen Logarıthmen mit einer Läuferstellung, alle Potenzen und 
Wurzeln mit gebrochenen Exponenten mit einer Schieberstellung, desgleichen 
Spannungsabfall, Leitungswiderstand, Leitungsgewicht, Wırkungsgrade mit 
einer Schieberstellung. 

Logarithmische Maßstäbe ın allen Teilungslängen für das Auftragen 
von Koordinaten beı Nomogrammen, Fluchtlinientafeln u. a. als praktisches 
zeitsparendes Hilfsmittel. 





A. Ww. FABER, gegr. 1761 # EB »caszezen 68 Bleistiftfabrik | 
Stein bei Nürnberg / Rechenstabfabrik in Geroldsgrün (Obfrk.) | 
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| Lehrbudı der Nomeographie auf abbildungsgeomeirischer Grundlage. 


Von H. Schwerdt, Studienrat am Falk-Realgymnasium in Berlin. 275 Seiten 
mit 137 Textabbildungen und 151 angewandten Aufgaben und Lösungen. 
1924. Gebunden 12.90 Goldmark. 


Das Buch gibt nach methodischen Gesichtspunkten zunächst eine elementare Einführung 
in Theorie und Praxis der Rechentafeln. 

Der Aufbau der Nom hie wird auf abbildungsgeometrischer Grundlage ko uent 
durchgeführt; die Vorteile dieser Betrachtungsweise bestehen darin, daß die verschiedenen 
Tafelformen unter einheitlichem Gesichtspunkt erscheinen, und daß allen Entwicklungen, auch 
wenn sie auf rechnerischem Wege erfolgen, eine besondere Anschaulichkeit inne nt, Die 
Verbind mit Nachbargebieten der angewandten Mathematik dürfte auch dem Kenner der 
Nomographie Anregungen geben. 


* 


| Das Entwerien von graphischen Rechenialein (Nomo- 


. 
—— 


raphie). Von Prof. Dr.-Ing. P. Werkmeister, Privatdozent an der 
echnischen Hochschule in Stuttgart. 201 Seiten mit 164 Textabbildungen. 
1923. 9 Goldmark, gebunden 10 Goldmark. 


Das Buch verfolgt praktische Gesichtspunkte und soll dazu bei n, daß die graphische 
Rechentafel auch in Deutschland noch mehr Verwendung im praktischen Rechnen findet; es 
wird deshalb auf eine weitere Behandlung der vielfach auftretenden theoretischen Probleme 
absichtlich verzichtet. Das Buch wendet sich zunächst an den Ingenieur; es wird aber auch 
dem Mathematiker und insbesondere dem Lehrer der Mathematik manche Anregung bieten. 





* 


Die Herstellung gezeidhneter Redhentalein. Ein Lehrbuch der 


Nomographie. Von Dr.-Ing. Otto Lacmann, 108 Seiten mit 68 Abbildungen 
im Text und auf 3 Tafeln. 1923. 4 Goldmark. 


se « .. Nach einer kurzen Einleituug über die geschichtliche eng me das 
Wesen der N ge werden zunächst die Funktionsskalen und ihre Herstell handelt, 
dann folgt in drei tten die eg m © für den Entwurf gezeichneter hentafeln 
für Gleichungen mit zwei, drei, vier und mehr Veränderlichen. Nach einem kurzen Hinweis 
gt ge Reöhenmodelle bildet ein ausführlicher Schriftennachweis den Schluß .... 
„‚Glasers Annalen” 


* 


Die Grundlagen der Nomographic. Von Ing. B.M. Konorski. 


809 Seiten und eine Einschlagtabelle mit 72 Abbildungen im Text. 1923. 
3 Goldmark. 


In gedrängter Form führt der Verfasser den Leser in die modernen Methoden der 

m aan ein. Als besonderer Vorzug des Werkehens ist zu werten, daß durch einfache 

Formeln und übersichtliche Tabellen dem Leser die Möglichkeit geboten wird, auch für die 
kompliziertesten Beziehungen die entsprechenden Nomogramme leicht zu entwerfen. 


+ 


Die Nomographle oder Fiudttlinienkunst. Ein technischer 


Leitfaden. Von Fritz Krauß, Ingenieur in Wien. 63 Seiten mit 26 Text- 
figuren. 1922. 2 Goldmark.. 


Hier wird eine Darstellung der nomographischen Verfahren auf Grund der Anschaulich- 
keit unter weitgehendem Verzicht auf ematische Entwicklungen "wong Das Wesen 
der Nomographie wird auf diese einfachste Art dem Verständnis unmitte erschlossen. Die 

raktischen piele sind aus verschiedenen Gebieten der Mechanik, Wärmetechnik und 
Physik entnommen. Zur Herstellung von Fluchtlinientafein aller Art mit geraden und krummen 
Skalenträgern bietet das Buch überaus leichtfaßliche Anweisungen. In der Hauptsache war 
der Verfasser bestrebt zu zeigen, wie einfach die et er ng des Verfahrens sind und welch 
geringer mathematischer Apparat zum Gebrauch erforderlich ist. 
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